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Abstract
In this PhD Thesis a general expression that gives the Stress Intensity Factor
(SIF) along the crack front of an elliptical crack in a rotating shaft in terms of
the crack depth ratio, crack aspect ratio, place ratio and the angle of rotation has
been developed.
A numerical study using the Finite Element Method (FEM) has been made.
To simulate the rotation of the shaft, different angular positions have been consi-
dered. The SIF along the crack front of the shaft subjected to rotary bending has
been calculated for each angular position of the cracked shaft and for different
crack geometries. The numerical model has been used to investigate the partially
opening/closing of the crack during the rotation of the shaft. The numerical re-
sults have been compared with others obtained from the literature. It has been
found that they are in good agreement.
Finally, the crack propagation has been analyzed using a developed algorithm
of the Paris Law and the SIF expression proposed.

Resumen
En esta Tesis Doctoral se ha desarrollado un modelo anal´ıtico que permite
obtener el Factor de Intensidad de Tensiones (FIT) a lo largo del frente de una
fisura recta o el´ıptica contenida en un eje giratorio, en funcio´n de las caracter´ıs-
ticas de la fisura, profundidad y forma, de la posicio´n relativa en el frente y del
a´ngulo de giro del eje.
Para ello, se ha realizado un estudio nume´rico cuasiesta´tico, mediante el Me´-
todo de los Elementos Finitos (MEF), a partir del cua´l se han determinado, por
un lado, el FIT a lo largo del frente de la fisura sometida a flexio´n rotatoria,
teniendo en cuenta el feno´meno de apertura y cierre; y, por otro lado, el porcen-
taje de apertura de la fisura durante un giro del eje. El modelo nume´rico ha sido
validado comparando sus resultados con otros recogidos en la literatura.
Por u´ltimo, se ha analizado la propagacio´n de la fisura contenida en el eje gira-
torio mediante el desarrollo de un algoritmo que integra la Ley de Paris haciendo
uso del modelo desarrollado para el ca´lculo del FIT.
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Introduccio´n
En este primer cap´ıtulo se expone la motivacio´n que ha dado lugar a la realizacio´n
de esta Tesis Doctoral y se explican los objetivos planteados.
2 1 Introduccio´n
1.1 Motivacio´n
Una gran parte de los fallos en servicio de las ma´quinas rotatorias de responsa-
bilidad (turbinas, bombas, rotores, compresores, etc.), se producen habitualmente
por la presencia y propagacio´n de fisuras de fatiga en sus componentes. Las fisuras
limitan la seguridad y el adecuado funcionamiento de estos elementos, puesto que
pueden producir su rotura catastro´fica y, en definitiva, dar lugar a costosos pro-
cesos de mantenimiento o reparacio´n. Los ejes, que son uno de los componentes
principales de estas ma´quinas, trabajan en rotacio´n y esta´n sometidos a esfuerzos
de flexio´n y torsio´n que producen tensiones variables a lo largo del tiempo, que
pueden hacer propagar la fisura como consecuencia de la fatiga. Debido a ese tipo
de esfuerzos las fisuras de fatiga de los ejes reales presentan un frente semiel´ıp-
tico, aunque la mayor´ıa de los estudios que se pueden encontrar en la literatura
consideran fisuras con frente recto. Por lo tanto, se hace necesario el desarrollo de
me´todos fiables que permitan, una vez que se ha originado la fisura, conocer sus
caracter´ısticas de propagacio´n y, a partir de la velocidad de crecimiento de la mis-
ma, estimar la vida remanente del eje, con el fin de establecer planes adecuados
de mantenimiento.
La presencia de fisuras en un elemento meca´nico provoca un aumento de su
flexibilidad local, producie´ndose cambios en sus comportamientos esta´tico y dina´-
mico, que se traducen en el incremento de los desplazamientos y la disminucio´n de
las frecuencias de vibracio´n, entre otros, constituyendo estos cambios un indicador
de la presencia de este tipo de defectos.
Un aspecto a tener en cuenta en el comportamiento de ejes fisurados es el
estado de apertura/cierre de la fisura contenida en un eje giratorio. Este meca-
nismo de apertura y cierre se ha modelado de diferentes formas. El modelo ma´s
simple consiste en considerar que la fisura se encuentra completamente abierta o
completamente cerrada y no se tiene en cuenta la apertura o cierre parcial de la
misma. Este modelo se denomina switching crack y se ha utilizado con frecuencia
por diferentes investigadores debido a su simplicidad. Otro modelo de apertura y
cierre es el denominado breathing crack, que considera que la fisura se abre y se
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cierra de forma gradual, teniendo en cuenta estados de apertura y cierre parciales
de la misma.
El Factor de Intensidad de Tensiones (FIT) es un para´metro que caracteriza
el estado tensional en el frente de una fisura. En el caso de un eje giratorio, en el
que se produce el mecanismo de apertura/cierre, el valor del FIT var´ıa a lo largo
de un giro, pasando de ser positivo cuando la fisura esta´ abierta, y sometida a
esfuerzos de traccio´n, a ser nulo cuando la fisura se cierra.
La fisura se propaga cuando el FIT alcanza un valor cr´ıtico, denominado
tenacidad de fractura y que depende del material. Una vez que se conoce la
variacio´n del FIT en un giro completo del eje en cada punto del frente de la fisura
es posible analizar la propacio´n de la misma.
Por lo tanto, se pone de manifiesto la necesidad de realizar un estudio exhaus-
tivo del Factor de Intensidad de Tensiones en un giro completo del eje en todo
el frente de la fisura. Asimismo, es interesante disponer de una expresio´n simpli-
ficada del FIT, para estudiar el comportamiento dina´mico de ejes fisurados, que
no requiera apoyarse en soluciones muy complejas y que se pueda utilizar para
analizar la propagacio´n de fisuras.
Para contribuir en esta direccio´n, se ha abordado la presente Tesis Doctoral en
el Departamento de Ingenier´ıa Meca´nica de la Universidad Carlos III de Madrid,
que pretende avanzar en el conocimiento del comportamiento de ejes giratorios
fisurados, con el fin de evitar pe´rdidas asocidas a roturas catastro´ficas, y cuyos
objetivos y contenido se enumeran a continuacio´n.
1.2 Objetivos
En esta Tesis Doctoral se han planteado tres objetivos de cara´cter general:
Estudio pormenorizado del Factor de Intensidad de Tensiones a lo largo
del frente de una fisura el´ıptica contenida en un eje giratorio, teniendo en
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cuenta el feno´meno de apertura y cierre. Para ello se ha realizado un estudio
nume´rico cuasiesta´tico del Factor de Intensidad de Tensiones en funcio´n de
la profundidad y forma de la fisura, de la posicio´n en el frente y del a´ngulo
de giro del eje.
Desarrollo de un modelo anal´ıtico que permita calcular el valor del Factor
de Intensidad de Tensiones en un giro completo del eje, en funcio´n de las
caracter´ısticas de la fisura, profundidad y forma, de la posicio´n en el frente
y del a´ngulo girado.
Ana´lisis de la propagacio´n de fisuras contenidas en ejes giratorios, mediante
la integracio´n de la Ley de Paris del modelo anal´ıtico desarrollado, conside-
rando el mecanismo de apertura y cierre.
1.3 Contenido
La presente Tesis Doctoral esta´ dividida en seis cap´ıtulos, el primero de los
cuales corresponde a esta Introduccio´n.
En el segundo cap´ıtulo se resumen algunos conceptos fundamentales de la
Meca´nica de la Fractura Ela´stica Lineal y se citan los trabajos ma´s relevantes
de otros autores en relacio´n con el problema planteado, la dina´mica de ejes y la
propagacio´n de fisuras.
En el tercer cap´ıtulo se describe el modelo nume´rico de ejes fisurados desarro-
llado, y se recogen, validan y discuten los resultados obtenidos.
En el cuarto cap´ıtulo se obtiene una expresio´n general, a partir del estudio
nume´rico, que permite calcular el valor del FIT en todo el frente de la fisura en un
giro completo del eje, en funcio´n de las caracter´ısticas de la misma y del a´ngulo
de giro del eje.
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En el quinto se analiza la propagacio´n de la fisura a partir de la Ley de Paris
y de la expresio´n cerrada de ca´lculo del FIT desarrollada en el cap´ıtulo anterior,
y se recogen, validan y discuten los resultados obtenidos.
El sexto cap´ıtulo se dedica a la exposicio´n de las aportaciones, conclusiones y
las posibles l´ıneas de trabajo futuro.
A continuacio´n, se incluyen las referencias bibliogra´ficas utilizadas durante el
desarrollo de la Tesis Doctoral.

2
Antecedentes
En este segundo cap´ıtulo se exponen los conceptos que se han utilizado como base
del trabajo para la realizacio´n de la presente Tesis Doctoral. El cap´ıtulo incluye,
en primer lugar, una introduccio´n de los conceptos ba´sicos de la Meca´nica de la
Fractura Ela´stica Lineal relacionados con los estudios llevados a cabo en la Te-
sis. A continuacio´n se realiza una presentacio´n de los primeros trabajos sobre el
comportamiento dina´mico de ejes fisurados. Se detallan los modelos de apertura
y cierre de la fisura utilizados con ma´s frecuencia. En este contexto, se describen
tambie´n los modelos ma´s relevantes que han sido utilizados por diversos investi-
gadores para el ca´lculo del Factor de Intensidad de Tensiones en ejes, que son el
objeto principal de esta Tesis, as´ı como los modelos de propagacio´n de fisuras de
fatiga en ejes giratorios.
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2.1 Conceptos ba´sicos de la Meca´nica
de la Fractura
La Meca´nica de la Fractura es una disciplina nacida a principios del siglo
XX que se ha desarrollado ra´pidamente en las u´ltimas de´cadas partiendo de una
fuerte base teo´rica hasta alcanzar importantes aplicaciones pra´cticas. Su objeto es
analizar y determinar el comportamiento de los elementos meca´nicos considerando
la existencia de defectos, sea cual sea su origen, hasta definir las condiciones o
criterios de rotura.
2.1.1 Planteamiento local de la fractura
La Meca´nica de la Fractura Ela´stica Lineal (MFEL) es la primera teor´ıa de-
sarrollada espec´ıficamente para explicar la propagacio´n de fisuras y la fractura de
componentes meca´nicos. Fue propuesta inicialmente por Griffit [14] y desarrolla-
da posteriormente por Irwin [15]. La principal aplicacio´n de la MFEL consiste en
explicar y predecir la rotura de materiales fra´giles, en los que la rotura aparece
en presencia de muy poca plasticidad. Inicialmente se aplico´ exclusivamente a los
materiales meta´licos, sobre todo aceros de alta resistencia y aceros estructurales
con zonas fragilizadas, y aunque hoy en d´ıa se sigue empleando con e´xito en estos
materiales, su campo de aplicacio´n se ha ampliado a los materiales cera´micos e
incluso a algunos pol´ımeros [16].
Una fisura contenida en un so´lido puede estar sometida a tres modos de fractu-
ra diferentes, que dependen de la direccio´n de aplicacio´n de la carga con respecto
al plano de esta (ver figura 2.1). En el modo I (apertura) las tensiones de los
labios de la fisura son normales y sime´tricas respecto al plano de la misma y los
desplazamientos son tambie´n perpendiculares a ella, mientras que en el modo II
(cortadura) las tensiones y los desplazamientos de los labios de la fisura esta´n
contenidos en el plano de la misma y la direccio´n de propagacio´n coincide con la
direccio´n de la tensio´n. Por u´ltimo, en el modo III (cizalladura) las tensiones y
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los desplazamientos de los labios de la fisura esta´n contenidos en el plano de la
misma y la direccio´n de propagacio´n es perpendicular a la de solicitacio´n.
Figura 2.1: Modos ba´sicos de fractura: (a) Modo I o de apertura, (b) Modo
II o de cortadura, (c) Modo III o de cizalladura
Estos tres modos de fractura pueden aparecer de forma individual (modos
puros) o de forma conjunta (modos mixtos). La superposicio´n de los tres modos
de fractura permite el estudio de cualquier situacio´n de carga sobre la fisura.
Generalmente, el modo I es el ma´s habitual e importante y el ma´s ampliamente
estudiado.
El principio fundamental de la Meca´nica de la Fractura establece que todos
los procesos de fractura tienen lugar en una pequen˜a zona situada alrededor del
frente de la fisura, mientras que el resto del so´lido mantiene su comportamiento.
Los campos de tensiones y desplazamientos en las proximidades del extremo de
una fisura contenida en un so´lido bidimensional, homoge´neo e iso´tropo, que se
propaga en modo I, vienen caracterizados por un para´metro denominado Factor
de Intensidad de Tensiones (FIT), que depende de la geometr´ıa del so´lido, de su
estado tensional y de la profundidad de la fisura [17, 18, 19] y pueden escribirse
como:
σij =
KI√
2πr
σˆij(ϕ) (2.1)
ui =
KI
2ν
√
r
2π uˆi(ϕ, ν) (2.2)
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donde σij y ui son las componentes del tensor de tensiones y del campo de des-
plazamientos, respectivamente, referidos a un sistema de coordenadas mo´vil, x-y,
cuyo origen coincide con el extremo de la fisura; KI es el Factor de Intensidad de
Tensiones en modo I; ν es el coeficiente de Poisson; r y ϕ son las coordenadas de
un punto en un sistema de referencia polar con origen en el extremo de la fisura
(figura 2.2); σˆij es una funcio´n que depende de ϕ; y uˆi es una funcio´n que depende
de ϕ y de ν.
Figura 2.2: Definicio´n del sistema de coordenadas en el extremo de la fisura
Las ecuaciones 2.1 y 2.2 corresponden al primer te´rmino de un desarrollo en
serie infinito. Las caracter´ısticas esenciales de la solucio´n tensional expresada en
la ecuacio´n 2.1 son las siguientes:
Es una solucio´n asinto´tica, puesto que es el primer te´rmino de una solucio´n
infinita que constituye la solucio´n completa. Por lo tanto es va´lida en el
entorno de r = 0.
Es una solucio´n singular, es decir, predice valores infinitos de la tensio´n en
el mismo extremo de la fisura (r = 0).
El FIT define la magnitud de las tensiones locales en el entorno del fondo de
la fisura y en general suele expresarse mediante la expresio´n [16, 20]:
KI = FIσ
√
πa (2.3)
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donde σ es la tensio´n de referencia que depende de la solicitacio´n externa; FI es
el factor de correccio´n adimensional que depende de la geometr´ıa de la fisura,
tambie´n denominado FIT adimensional; y a es la profundidad de la fisura.
La fisura se propagara´ cuando el FIT alcance un valor cr´ıtico, denominado
tenacidad de fractura KIC , que es una propiedad del material.
De esta manera, el criterio local de fractura en Modo I queda determinado de
la siguiente manera:
KI ≥ KIC (2.4)
2.1.2 Planteamiento global de la fractura
El criterio global de fractura se basa en el principio de conservacio´n de la
energ´ıa. Se define la tasa de liberacio´n de energ´ıa, G, a partir de la definicio´n
original de Griffith [14] e Irwin [15]:
G = dF
da
− dU
da
(2.5)
donde F es el trabajo realizado por las fuerzas exteriores y U es la energ´ıa de
deformacio´n. Para que la fisura se propague es necesario que la tasa de liberacio´n
de energ´ıa sea mayor que la resistencia al avance de la fisura (que se representara´
por R). La funcio´n G puede calcularse y depende de la tensio´n, de la profundidad
de la fisura y de la geometr´ıa del so´lido. Por el contrario, el valor de R es una
propiedad del material que debe determinarse experimentalmente. Por lo tanto,
el criterio de iniciacio´n quedara´ reducido a la expresio´n:
G ≥ R (2.6)
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La tasa de liberacio´n de energ´ıa G y el FIT esta´n relacionados mediante la
expresio´n [16]:
G = K
2
I
E ′
(2.7)
donde E ′ = E en tension plana y E ′ = E1−ν2 en deformacion plana.
En el caso de la MFEL, G = J , donde J es la integral J [21].
2.1.3 Simplificacio´n del problema tridimensio-
nal
Cuando se quiere abordar el estudio de problemas tridimensionales es posible
la aproximacio´n mediante modelos 2D, dada su sencillez, siempre que se cumpla
la condicio´n de deformacio´n plana. Si se considera una placa fisurada de espesor
B, sometida al estado de carga que se muestra en la figura 2.3, el estado tensional
generado en el centro de la placa (z = 0) correspondera´ al de un problema 2D con
condiciones de deformacio´n plana. En la superficie de la placa (z = B/2), el estado
tensional correspondera´ al de un problema 2D con condiciones de tensio´n plana,
debido a que no existe ninguna tensio´n normal a la superficie libre (σzz = 0). Por
tanto, el espesor de la placa influye en el estado de tensiones existente en el frente
de la fisura. Para mantener un estado de deformacio´n plana en la mayor parte
de la placa es necesario que dicho espesor sea suficientemente grande, ya que las
superficies estara´n siempre sometidas a tensio´n plana. Si el espesor es pequen˜o,
en la totalidad de la fisura se desarrolla un estado de tensio´n plana.
La norma ASTM E399 [22] fija que se puede considerar deformacio´n plana en
toda la seccio´n a partir del siguiente espesor:
B ≥ 2,5
(
KIC
σys
)2
(2.8)
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Figura 2.3: Probeta tridimensional fisurada
donde σys es el l´ımite ela´stico del material. Por lo tanto, a partir de cierto valor
del espesor, se puede utilizar la formulacio´n 2D para analizar un problema 3D.
2.2 Comportamiento de ejes fisurados
2.2.1 Ejes rotatorios fisurados
La dina´mica de ejes es una rama de la Meca´nica Aplicada que analiza y pre-
dice el comportamiento de ejes o rotores en condiciones dina´micas. Las primeras
investigaciones realizadas en el campo de la rotodina´mica se iniciaron por Ran-
kine [23], quien predijo que a partir de una cierta velocidad de giro, el eje se
deforma considerablemente y comienza a girar en torno a esta nueva posicio´n.
La investigacio´n en este campo progreso´ significativamente a finales del siglo XIX
gracias a las contribuciones de De Laval, as´ı como de otros investigadores [24, 25].
En 1919, Jeffcott [26] publico´ el primer art´ıculo relacionado con la teor´ıa fun-
damental de la dina´mica de ejes. El modelo de Jeffcott considera un eje sin masa
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con un disco situado en su seccio´n central. Este sistema de rotor fundamental
simplificado ha sido muy utilizado para analizar el comportamiento de ejes fisu-
rados [1, 3, 27, 28, 29, 30]. En la figura 2.4 se puede observar el modelo de eje de
Jeffcott.
Figura 2.4: Modelo de eje de Jeffcott
Otros autores analizan sistemas de ejes complejos mediante el Me´todo de los
Elementos Finitos (MEF). Se han usado modelos muy diversos, desde los ma´s
sencillos que utilizan elementos tipo viga [31, 32, 33], hasta los ma´s detallados
correspondientes a estudios tridimensionales [34, 4, 5].
Las primeras investigaciones sobre el comportamiento dina´mico de ejes fisu-
rados se remontan a la de´cada de los 70 ′s del siglo XX [27] y desde ese momento
se ha continuado trabajando intensamente en el tema. Existen excelentes revisio-
nes bibliogra´ficas de los estudios ma´s relevantes en relacio´n con la dina´mica de
ejes fisurados como las realizadas por Wauer [35], Gasch [1], Dimarogonas [36],
Sabnavis et al. [37] y Papadopoulos [29].
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La mayor´ıa de los trabajos indicados anteriormente se centran en el ana´lisis de
los cambios en el comportamiento esta´tico y dina´mico que se producen respecto
a los ejes intactos. La presencia de fisuras en ejes provoca un aumento de la
flexibilidad local del elemento, que se traduce, por ejemplo, en el incremento de
los desplazamientos y la disminucio´n de las frecuencias de vibracio´n.
2.2.2 Tipolog´ıa de fisuras en ejes giratorios
Para abordar de manera simplificada el estudio del comportamiento de los
ejes fisurados y la obtencio´n de la flexibilidad, muchos autores consideran que
las fisuras de fatiga en un eje presentan frente recto [28, 31, 38, 2, 30]. Aunque
esta hipo´tesis es va´lida y conduce a resultados conservadores no representa la
realidad de los ejes giratorios fisurados, en los que la fisura presenta un frente
aproximadamente el´ıptico [9, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 12] (ver figura 2.5).
Figura 2.5: Fisuras recta y el´ıptica
2.2.3 Modelos de comportamiento de la fisura
en ejes giratorios
Un aspecto muy importante a tener en cuenta en la dina´mica de ejes fisurados
es el estado de la fisura durante el giro del eje. Aunque algunos autores han consi-
derado la fisura permanentemente abierta [31, 32], esta hipo´tesis no es realista en
el caso de una fisura de fatiga y en el caso de un eje que gira. Cuando un eje gira,
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la fisura se abre o se cierra dependiendo de si se encuentra sometida a esfuerzos de
traccio´n o de compresio´n. La apertura y el cierre de la fisura provocan que la rigi-
dez del eje var´ıe en funcio´n de la posicio´n angular en la que se encuentra la fisura
respecto del sistema de referencia fijo. De esta forma, la rigidez del eje cuando la
fisura se encuentra cerrada sera´ ma´xima, es decir el eje fisurado se comportara´
como un eje que no estuviese dan˜ado. Mientras que, por otro lado, la rigidez del
eje fisurado sera´ mı´nima cuando la fisura alcance su completa apertura. En la
figura 2.6 se representan estos dos casos extremos:
Figura 2.6: Esquema de las situaciones de fisura completamente cerrada y
completamente abierta
Para modelar la variacio´n del comportamiento del eje rotatorio debida a la
fisura, se hace necesaria la utilizacio´n de una funcio´n de flexibilidad local g(θ)
(inversa de la funcio´n de rigidez), dependiente del a´ngulo girado θ.
Los modelos ma´s habitualmente utilizados para definir esta funcio´n de aper-
tura y cierre son:
Modelos de fisura abierta, en estos modelos la fisura se encuentra siem-
pre abierta durante todo el giro [31, 32, 46]. La funcio´n de apertura y cierre
se puede escribir como:
g(θ) = 1 (2.9)
y su correspondiente gra´fica se observa en la figura 2.7.
Modelos de fisura abierta o cerrada (switching crack), en estos mo-
delos la fisura se encuentra completamente abierta o completamente cerrada
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Figura 2.7: Funcio´n de apertura y cierre del modelo de fisura abierta
y no se tiene en cuenta la apertura y el cierre parciales de la misma. Gasch
[1, 47] utilizo´ este modelo para definir la apertura y el cierre de la fisura, la
funcio´n que propuso para determinar el cambio de la flexibilidad presenta
los valores de 0 cuando la fisura se encuentra cerrada (comporta´ndose el eje
fisurado como un eje intacto) y de 1 cuando la fisura se encuentra abierta
(ver figura 2.8), por lo tanto, la transicio´n de la flexibilidad ma´xima a la
flexibilidad mı´nima se considera como una transicio´n brusca [48, 49, 50].
Figura 2.8: Funcio´n de apertura y cierre propuesta por Gasch [1]
La funcio´n de apertura y cierre propuesta por Gasch truncada en el noveno
te´rmino (17◦ armo´nico) es la siguiente:
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g(θ) = ( 2
π
)(π4 + cos θ −
1
3 cos 3θ +
1
5 cos 5θ −
1
7 cos 7θ +
1
9 cos 9θ
− 111 cos 11θ +
1
13 cos 13θ −
1
15 cos 15θ +
1
17 cos 17θ − · · · ) (2.10)
Modelos de apertura y cierre gradual de la fisura (breathing crack),
en estos modelos la cantidad de parte abierta de la fisura cambia continua-
mente con la rotacio´n del eje, por lo tanto se consideran estados de apertura
y cierre parciales de la misma.
Mayes y Davies [2] propusieron una funcio´n cosenoidal (ecuacio´n 2.11) que
representa muy bien el comportamiento de las fisuras de mayor profundidad
( a
D
≥ 0,25, siendo D el dia´metro del eje) (ver figura 2.9).
g(θ) = 1 + cos θ2 (2.11)
Figura 2.9: Funcio´n de apertura y cierre propuesta por Mayes y Davies [2]
Este modelo de apertura y cierre gradual de la fisura, en el que se representa
la transicio´n de la flexibilidad ma´xima a la mı´nima mediante una funcio´n
trigonome´trica, ha sido utilizado por diversos autores [2, 51, 52, 53, 54].
Algunos investigadores, como Darpe et al. [3], asumieron un modelo de
apertura y cierre gradual de la fisura basado en el concepto de ’l´ınea de
cierre de fisura’ (LCF). La LCF es una l´ınea imaginaria perpendicular al
frente de una fisura recta, que separa la parte abierta y la parte cerrada
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de la fisura, como se ilustra en la figura 2.10. La posicio´n de la LCF va
cambiando a lo largo del giro del eje. Cuando el eje esta´ en la posicio´n
inicial θ = 0, (figura 2.10a), la fisura esta´ completamente cerrada bajo la
accio´n de la gravedad y sometida a esfuerzos de compresio´n. A medida que
el eje comienza a girar en sentido horario, la fisura comienza a abrirse. Para
θ = π, (figura 2.10e), la fisura se encuentra sometida a esfuerzos de traccio´n
y por lo tanto completamente abierta, y la LCF se traslada desde la esquina
B a la esquina A. Cuando el eje continua girando, la fisura vuelve a cerrarse
por completo en θ = 2π.
Figura 2.10: Variacio´n de la posicio´n de la l´ınea de cierre de la fisura (LCF)
con la posicio´n angular del eje en el modelo de apertura y cierre, Darpe et
al. [3] (la zona cerrada aparece rayada)
Otras aproximaciones al comportamiento de las fisuras que abren y cierran
se han hecho nume´ricamente. Bachschmid et al. [4] investigaron el mecanis-
mo de apertura y cierre en ejes giratorios mediante el Me´todo de Elementos
Finitos (MEF) considerando una fisura de frente recto. Para ello, desarro-
llaron un modelo de elementos finitos tridimensional de un eje sometido a
una carga de flexio´n para las diferentes posiciones angulares del eje fisurado.
Como puede observarse en la figura 2.11, existen algunas diferencias impor-
tantes con respecto al modelo de apertura y cierre utilizado por Darpe et
al. [3]. El modelo de elementos finitos predice menos apertura al principio,
ya que en una posicio´n angular de π/4 la fisura se encuentra pra´cticamente
cerrada, para π/2 la apertura es mayor que en el modelo LCF propuesto por
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Darpe et al. [3] y en 3π/4 preve´ que la fisura ya se encuentra completamente
abierta a diferencia de lo que ocurre en el modelo de Darpe et al.
Figura 2.11: Zonas abiertas y cerradas (zona de color rojo) en diferentes
posiciones angulares para α = 0,25, Bachschmid et al. [4]
En un art´ıculo ma´s reciente, Kulesza y Sawicki [5] tambie´n propusieron
un modelo nume´rico de apertura y cierre de la fisura. Utilizaron un nuevo
elemento finito para modelar la fisura, y asumieron que dicho elemento se
puede encontrar en tres estados: abierto, cerrado y sin fisurar (ver figura
2.12). Los elementos abiertos o cerrados determinan la porcio´n de la seccio´n
que esta´ fisurada y por el contrario, los elementos sin fisurar determinan
la porcio´n de la seccio´n que permanece intacta. La rigidez de los elementos
sin fisurar permanece constante, mientras que la rigidez de los elementos
abiertos o cerrados cambia continuamente con la rotacio´n del eje.
Figura 2.12: Seccio´n transversal de la zona fisurada parcialmente cerrada,
Kulesza y Sawicki [5]
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2.3 Ca´lculo del FIT en ejes fisurados
El comportamiento meca´nico de los ejes fisurados se puede abordar a partir
del conocimiento del para´metro caracter´ıstico basado en la Meca´nica de la Frac-
tura (FIT), cuya relacio´n con la flexibilidad local es directa. En este apartado
se exponen diversos estudios del FIT, clasificados en dos grupos: aquellos rela-
cionados con ejes fisurados no rotatorios y los correspondientes a ejes fisurados
rotatorios.
2.3.1 Ca´lculo del FIT en ejes fisurados no rota-
torios
Ejes con fisuras de frente recto
En un principio, en la mayor parte de los estudios que se llevaron a cabo, se
consideraba que la fisura presentaba un frente recto. Entre estos cabe destacar los
trabajos de Blackburn [55] y Carpinteri [56], donde se calculo´ el FIT a lo largo del
frente de fisura de una barra cil´ındrica sometida a traccio´n y a flexio´n mediante
el Me´todo de los Elementos Finitos (MEF).
Por otra parte, Valiente [57] obtuvo el FIT en el punto central de una fisura
de frente recto contenida en una pieza cil´ındrica sometida a traccio´n, mediante la
aplicacio´n del me´todo de la rigidez diferencial en combinacio´n con el de elementos
finitos. A partir de los resultados obtenidos desarrollo´ una expresio´n de ajuste
polino´mico que permite estimar el valor del FIT adimensional. Esta expresio´n
depende u´nica y exclusivamente de la profundidad relativa de la fisura.
Otros autores, como Bush [58] y Ouchterlony [59], determinaron experimental-
mente el FIT en fisuras de frente recto mediante me´todos basados en la flexibilidad
introducida por la fisura (crack compliance methods).
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Ejes con fisuras de frente semiel´ıptico
Las primeras fisuras de frente no recto en ejes que se analizaron para la
obtencio´n del FIT fueron las fisuras de frente circular [60, 61] y posteriormen-
te los estudios se extendieron a ejes que presentaban fisuras con frente el´ıptico
[39, 62, 40, 9, 63, 64, 65, 41].
En la figura 2.13 se muestra la seccio´n en la zona de la fisura de un eje que
presenta una fisura de frente semiel´ıptico.
Figura 2.13: Seccio´n transversal de la zona fisurada y para´metros caracte-
r´ısticos de una fisura el´ıptica
Los para´metros que habitualmente se emplean para caracterizar una fisura
el´ıptica son:
α = a
D
Profundidad relativa de la fisura
β = a
b
Factor de forma de la fisura
∗ β = 0 corresponde a una fisura de frente recto
∗ 0 < β < 1 corresponde a una fisura de frente el´ıptico
∗ β = 1 corresponde a una fisura de frente semicircular
γ = w
h
Posicio´n relativa en el frente de fisura
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Los me´todos de ca´lculo del FIT, se han clasificado en tres grupos: ana´l´ıticos,
nume´ricos y experimentales.
Me´todos anal´ıticos. Se han utilizado varios tipos de me´todos anal´ıticos,
entre los que cabe destacar los basados en el ana´lisis de la integral de con-
torno, integral J , i.e. [66] y los basados en expresiones clasicas de Meca´nica
de la Fractura, i.e. [67].
Me´todos nume´ricos. Los me´todos nume´ricos usados para el ca´lculo del
FIT son principalmente el Me´todo de los Elementos Finitos (MEF) [42, 68,
62, 66, 44, 9], entre otros, y en menor medida el Me´todo de los Elementos
de Contorno (MEC) [69, 70].
Los estudios nume´ricos permiten obtener los valores del FIT en el frente,
a partir de los cuales se pueden desarrollar expresiones cerradas para su
ca´lculo.
• Expresiones del FIT en un punto del frente de la fisura, como por
ejemplo el punto central o los puntos pro´ximos a los extremos. Por lo
general, estas espresiones dependen de la profundidad relativa de la
fisura α y del factor de forma β.
FI = FI(α, β) (2.12)
De esta manera Astiz [42] propuso el ca´lculo del FIT en el centro de la
fisura partiendo de la tasa de liberacio´n de energ´ıa calculada mediante
el me´todo de extensio´n virtual de fisura.
Shih y Chen [68] realizaron una serie de ajustes polino´micos para el
centro y el extremo de la fisura basa´ndose en los resultados nume´ricos
obtenidos por Carpinteri [56, 43].
En el modelo propuesto por Couroneau y Royer [62] se obtuvo una
aproximacio´n polino´mica del FIT en modo I en el punto central del
frente de fisura a partir de los resultados de los desplazamientos de
puntos situados en las caras de la misma de una barra cil´ındrica so-
metida a traccio´n y a flexio´n considerando un estado de deformacio´n
plana.
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• Expresiones del FIT para cualquier punto del frente de la fisura. Al
igual que en el caso anterior, estas expresiones dependen de la profun-
didad relativa de la fisura α, del factor de forma β y adicionalmente
de la posicio´n relativa en el frente de la misma γ:
FI = FI(α, β, γ) (2.13)
Levan y Royer [66] calcularon el FIT en modo I, II y III para fisuras de
frente semiel´ıptico en una barra cil´ındrica sometida a traccio´n, flexio´n
y torsio´n, a partir de la ecuacio´n de la integral de contorno desarro-
llada para problemas de fractura, y utilizaron el me´todo de mı´nimos
cuadrados para ajustar los valores discretos a una forma polino´mica.
Shih y Chen [44] obtuvieron el FIT a partir de los desplazamientos
en cada uno de los puntos del frente de fisura de una barra cil´ındrica
sometida a traccio´n y a flexio´n.
Shin y Cai [9] evaluaron el FIT nume´ricamente a lo largo del frente
de una fisura el´ıptica, situada en una barra cil´ındrica sometida a una
carga de traccio´n y a una carga de flexio´n.
Me´todos experimentales, estos me´todos son aquellos que permiten ob-
tener experimentalmente informacio´n sobre el campo tensiones, deforma-
ciones o desplazamientos, para a partir de ellos, calcular el FIT. Entre los
diferentes procedimientos cabe destacar los siguientes:
• Fotoelasticidad, mediante este procedimiento es posible visualizar el lu-
gar geome´trico de los puntos del so´lido donde la diferencia de tensiones
principales es una constante conocida. Lorentzen et al. [67] propusie-
ron un me´todo de ca´lculo del FIT mediante el uso de me´todos de fo-
toela´sticos en dos y tres dimensiones con ejes fisurados de un material
birrefrigente.
• Fractograf´ıa, esta te´cnica ha sido utilizada por Mackay y Alperin [71],
Forman y Shivacumar [60], Harkegard [72] y Fonte [73]. El me´todo
consiste en el estudio de las superficies de fractura mediante un mi-
croscopio de barrido electro´nico. Se mide la forma, la longitud del arco
y la profundidad de la fisura, y basa´ndose en la evolucio´n de la forma de
la misma, se desarrolla un me´todo para la obtencio´n el FIT en fisuras
semiel´ıpticas bajo diferentes estados de carga.
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2.3.2 FIT en ejes fisurados rotatorios
Los modelos de ca´lculo del FIT en ejes fisurados rotatorios consideran dife-
rentes posiciones angulares de la fisura para simular la rotacio´n del eje. Entre
los trabajos ma´s relevantes cabe destacar el desarrollado por Carpinteri [6] que
analizo´, como paso previo al estudio de la propagacio´n de una fisura en un eje
cil´ındrico giratorio que soporta un momento flector, la distribucio´n del FIT a lo
largo del frente de fisura semiel´ıptico, para diferentes posiciones angulares (θ)
en funcio´n del factor de forma β, de la profundidad relativa α y de la posicio´n
relativa en el frente de la fisura γ (figura 2.14).
Figura 2.14: Caracterizacio´n de las fisuras en el modelo de Carpinteri [6]
En este estudio se calculo´ el FIT adimensional a lo largo del frente para dos
posiciones angulares (FI(0◦) y FI(90◦)), y a partir de los resultados obtenidos se
obtuvo una expresio´n del FIT para el resto de valores de θ:
FI(θ) = FI(0 ◦) cos θ + FI(90 ◦) senθ (2.14)
La figura 2.15 muestra el FIT adimensional a lo largo del frente de fisura para
el caso de α = 0,2 y β = 0,2 y diferentes valores de θ.
Se puede observar que para ciertas combinaciones de posicio´n angular y po-
sicio´n en el frente el FIT es negativo. El cambio de signo indica la transicio´n
de fisura abierta a fisura cerrada. Valores positivos del FIT se corresponden con
fisura abierta, sometida a esfuerzos de traccio´n y, por el contrario, los valores ne-
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Figura 2.15: FIT adimensional a lo largo del frente de fisura para diferentes
valores de θ [6]
gativos se corresponden con la fisura cerrada, sometida a esfuerzos de compresio´n.
Sin embargo, cuando la fisura´ esta´ cerrada el eje se deber´ıa comportar como si
no estuviese dan˜ado, por lo tanto el FIT deber´ıa ser nulo y la gra´fica 2.15 solo
tendr´ıa validez para los valores positivos del FIT, es decir, cuando la fisura esta´
abierta.
2.4 Propagacio´n de fisuras
La propagacio´n de fisuras de fatiga es uno de los aspectos ma´s importantes
en la evaluacio´n de la seguridad estructural de componentes meca´nicos. Desde los
an˜os 60 del siglo pasado se ha estudiado detenidamente el proceso de propagacio´n
estable de fisuras, tratando de obtener la tasa de crecimiento, que se expresa en
te´rminos del incremento de longitud de fisura por ciclo, da/dN. Generalmente,
si el rango de tensiones aplicadas es constante, la velocidad de crecimiento de la
fisura aumenta con el nu´mero de ciclos [74].
Si se realiza la representacio´n gra´fica de la tasa de crecimiento frente al FIT en
un diagrama logar´ıtmico, se obtiene una curva como la representada en la figura
2.16, en la que se observan tres zonas claramente diferenciadas: la regio´n I o
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pro´xima al umbral, la regio´n II o intermedia y la regio´n III de ra´pida propagacio´n
de la fisura:
Regio´n I : se corresponde con la fase de iniciacio´n y esta´ muy influida por
la microestructura del material, por la relacio´n entre las tensiones ma´xima
y mı´nima (R = σmax
σmin
), y por el medio ambiente que rodea la fisura. En esta
zona tanto la fisura como su crecimiento son pequen˜os y su comportamiento
no es interpretable mediante criterios de fractura lineal. Por debajo del valor
umbral, ∆Kth, las fisuras no se propagan.
Regio´n II : se corresponde con la zona intermedia de la curva. En esta re-
gio´n, a diferencia de lo que ocurre en la regio´n I, la influencia de la micro-
estructura, de la relacio´n entre las tensiones y del medio ambiente son poco
importantes. Este tramo central, para muchos materiales, viene representa-
do en el diagrama doblemente logar´ıtmico por una recta, lo que simplifica
mucho el estudio de la propagacio´n de la fisura.
Regio´n III : en este tercer tramo, la velocidad de crecimiento de la fisura se
incrementa hasta que se produce la rotura del componente. En esta regio´n
existe una gran influencia de la microestructura y de la relacio´n tensional.
Paris y Erdogan [75] fueron los primeros en proponer un me´todo para la
prediccio´n de la propagacio´n de fisuras de fatiga para la zona II. Demostraron
que la velocidad de crecimiento de la fisura en un determinado punto del frente,
da/dN, esta´ relacionada con la variacio´n del FIT, ∆K = KI max−KI min, a trave´s
de la siguiente expresio´n:
da
dN
= C∆Km (2.15)
donde C y m son constantes del material. La ecuacio´n 2.15, conocida como Ley
de Paris-Erdogan, representa una variacio´n lineal entre el log da/dN y log ∆K,
que se corresponde con la regio´n II de la curva de la velocidad de crecimiento de
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Figura 2.16: Tasa de crecimiento de fisura y factor de intensidad de ten-
siones
fisuras por fatiga (ver figura 2.16). La integracio´n de esta ley permite determinar
el nu´mero de ciclos que son necesarios para que la fisura crezca hasta un taman˜o
determinado o el taman˜o puede alcanzar una fisura tras sufrir un determinado
nu´mero de ciclos.
En la literatura existen diferentes modelos emp´ıricos y semi-emp´ıricos, ma´s
complejos que la Ley de Paris, que incorporan el comportamiento de la fisura en
las regiones I y III y prueban que la tensio´n media R influye sobre el crecimiento
de la misma.
Walker [76] propuso una expresio´n que tiene en cuenta la influencia de la
tensio´n media R:
da
dN
= C1
(
∆K
(1−R)1−τ
)m1
(2.16)
Los valores de C1, τ y m1 dependen del material.
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Forman et al. [77] desarrollaron un modelo que tiene en cuenta adema´s del
efecto de las tensiones medias R, el efecto asinto´tico de la curva para valores de
∆K pro´ximos a KIC :
da
dN
= C2∆K
m2
(1−R)KIC −∆K (2.17)
Los coeficientes C2 y m2, que tambie´n dependen del material, deben ser ob-
tenidos de forma experimental, siendo ma´s costosos de conseguir que los corres-
pondientes a la Ley de Paris. Esta ecuacio´n interpreta bien el caso de fallo por
fractura fra´gil, pero no el que se produce por alcanzarse la tensio´n de rotura del
material.
Elber [78] introdujo el concepto de cierre de fisura y sugirio´ que la velocidad
de crecimiento de la fisura es funcio´n ∆Keff :
da
dN
= ∆Kmeff (2.18)
donde ∆Keff = Kmax − Kabierta, siendo Kabierta el FIT en el que la fisura se
encuentra completamente abierta y Kmax el FIT ma´ximo durante un ciclo de
carga.
Collipriest [79] propuso una expresio´n matema´tica capaz de describir el creci-
miento en las tres regiones y que adema´s, tiene en cuenta el efecto de las tensiones
medias R:
log da
dN
= C1 + C2 tanh−1
 log
(
∆K2
(1−R)KIC∆Kth
)
log
(
(1−R)KIC
∆Kth
)
 (2.19)
donde C1 = log(C3(KIC∆Kth)m3/2) y C2 = log
(
KIC
∆Kth
)m3/2
los valores de C3 y m3 dependen del material.
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Todos estos modelos y otros similares [80, 81, 82, 83, 84] son escasamente
utilizados en el a´mbito de la ingenier´ıa de disen˜o debido a su complejidad y al
elevado nu´mero de para´metros que se necesitan determinar (aunque puedan tener
intere´s en situaciones puntuales), por lo que en la pra´ctica la Ley de Paris sigue
siendo la ma´s utilizada.
2.4.1 Propagacio´n de fisuras en ejes
En este apartado se mencionan los modelos que se utilizan para analizar el cre-
cimiento de fisuras por fatiga en ejes. Se han clasificado los diferententes modelos
en dos grupos: basados en la Ley de Paris y basados en otras leyes de propagacio´n.
La modelizacio´n geome´trica de una fisura inicial en un eje, para el estudio de
su posterior propagacio´n, suele hacerse tomando como base una elipse de semiejes
a y b (ec. 2.20) (ver figura 2.17), que en su crecimiento debido al giro alcanzara´
una nueva configuracio´n definida por la ecuacio´n de una elipse de semiejes a∗ y
b∗ (ec. 2.21):
x2
(b)2 +
y2
(a)2 = 1 (2.20)
x2
(b∗)2 +
y2
(a∗)2 = 1 (2.21)
La hipo´tesis ma´s utilizada para la modelizacio´n del crecimiento de fisuras en
geometr´ıas cil´ındricas se basa en el avance de la fisura conforme a la Ley de Paris-
Erdogan que considera que la propagacio´n de la fisura es perpendicular al frente
de la misma [7, 68, 62, 85, 86].
Entre los diferentes investigadores que utilizan la Ley de Paris para analizar
el crecimiento de fisuras por fatiga cabe destacar a Carpinteri [7], que analizo´ la
trayectoria de propagacio´n de una fisura semiel´ıptica de una barra sometida a
una carga axial c´ıclica de amplitud constante (ver figura 2.18).
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Figura 2.17: Modelizacio´n el´ıptica del frente de fisura
Figura 2.18: Restaurauracio´n del frente de fisura de Carpinteri [7]
Por otro lado, el mismo autor, en un trabajo posterior [6], analizo´ la propaga-
cio´n de una fisura en un eje cinl´ındrico sometido a flexio´n rotativa utilizando un
modelo teo´rico biparame´trico. Las trayectorias de propagacio´n se determinaron
aplicando el modelo teo´rico anterior basado en la Ley de Paris. Este autor con-
sidero´ que en un giro completo del eje, el FIT, para un punto determinado del
frente de fisura, pasa de un valor ma´ximo KI max, a un valor mı´nimo KI min, por
lo tanto, la variacio´n del FIT que se introdujo en la Ley de Paris es:
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∆KI rotativo = KI max −KI min = 2KI max (2.22)
dado que Carpinteri considera que el valor mı´nimo del FIT en un giro es igual a
−KI max.
Lin y Smith en 1997 [85] estudiaron la evolucio´n del frente de fisura en ba-
rras cil´ındricas bajo tensio´n axial y determinaron el nuevo frente mediante una
aproximacio´n por splines cu´bicos.
Dentro de los trabajos en los que se estudia el FIT bajo solicitacio´n axial c´ıclica
se pueden citar los estudios realizados por Toribio et al. [8] y Matos et al. [87],
quienes modelizaron el crecimiento de fisuras semiel´ıpticas en barras cil´ındricas,
mediante la utilizacio´n del me´todo de mı´nimos cuadrados para reconstruir el
nuevo frente (ver figura 2.19).
Figura 2.19: Restaurauracio´n del frente de fisura de Toribio et al. [8]
De igual manera Couroneau y Royer [62, 88] utilizaron procedimientos simi-
lares para estudiar la propagacio´n de fisuras de fatiga en barras sometidas a cargas
de traccio´n o a flexio´n.
Algunos autores han utilizado otros criterios distintos a la Ley de Paris-
Erdogan para caracterizar el crecimiento de fisuras el´ıpticas por fatiga en ejes
[89, 68], aunque su uso esta´ muy poco extendido debido a su mayor complejidad.
Shih y Chen [68] emplearon el modelo de Forman et al.[77], basado, a su vez, en
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el modelo de propagacio´n desarrollado por Raju et al. [61] y viene dado por la
ecuacio´n:
da
dN
=
C(1− f)n∆Kn
(
1− ∆Kth∆K
)p
(1−R)n
(
1− ∆K(1−R)Kc
)q (2.23)
donde C, n, p y q son constantes del material, f es funcio´n de la apertura de la
fisura, R es la tensio´n media, Kc es el FIT cr´ıtico y Kth es el umbral del FIT.

3
Modelo nume´rico
En este cap´ıtulo se presenta el estudio nume´rico cuasiesta´tico de un eje que pre-
senta una fisura semiel´ıptica, sometido a flexio´n rotatoria. Para la realizacio´n de
dicho estudio se ha utilizado el Me´todo de los Elementos Finitos (MEF) median-
te un co´digo comercial. En primer lugar, se hace una descripcio´n del modelo, y
posteriormente se muestran, analizan y validan los resultados obtenidos.
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3.1 Modelo geome´trico
Se ha desarrollado un modelo nume´rico 3D cuasiesta´tico que ha permitido
realizar un estudio pormenorizado del FIT a lo largo del frente de una fisura
semiel´ıptica sometida a flexio´n rotatoria, en funcio´n de las caracter´ısticas de la
fisura, profundidad y forma, de la posicio´n relativa en el frente y del a´ngulo de
giro del eje.
3.1.1 Planteamiento del problema
Se ha considerado un eje de aluminio de longitud L = 900 mm y dia´metro
D = 20 mm, mo´dulo de elasticidad E = 72 GPa, coeficiente de Poisson ν =
0.33 y densidad ρ = 2800 kg/m3, que contiene una fisura transversal de frente
semiel´ıptico en su seccio´n central de profundidad a. El eje se encuentra biapoyado
y esta´ sometido a dos cargas puntuales F = 100 N , que se aplican a una distancia
d de los extremos del eje (ver figura 3.1), de manera que en la seccio´n fisurada,
se tiene un estado de flexio´n pura.
Figura 3.1: Esquema del eje fisurado
Los para´metros caracter´ısticos de una fisura el´ıptica son los considerados en
el apartado 2.3.1:
α = a
D
Profundidad de la fisura
β = a
b
Factor de forma de la fisura
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∗ β = 0 corresponde a una fisura de frente recto
∗ 0 < β < 1 corresponde a una fisura de frente el´ıptico
∗ β = 1 corresponde a una fisura de frente semicircular
γ = w
h
Posicio´n relativa en el frente de fisura
En el ana´lisis realizado se han considerado los siguientes valores de los para´-
metros:
Profundidad relativa de la fisura α. Se han considerado seis profundi-
dades diferentes, α = 0.1; 0.2; 0.25; 0.3; 0.4; 0.5 (ver figura 3.2).
Factor de forma de la fisura β. Se han considerado cinco valores de β,
desde 0 hasta 1 en intervalos de 0.25 (ver figura 3.2).
Figura 3.2: Variacio´n de la profundidad relativa (α) y del factor de forma
(β) de la fisura
Posicio´n relativa en el frente de la fisura γ. Se han considerado once
valores de γ, desde -0.83 hasta 0.83 en intervalos de 0.16 (ver figura 3.3).
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Los puntos situados en la superficie del eje, correspondientes a γ =1 y γ =-1
no se tuvieron en cuenta en el ca´lculo del FIT, debido a que el orden de la
singularidad en este punto exterior podr´ıa no ser igual a -1/2 [90, 43, 39, 62].
Figura 3.3: Posiciones en el frente de la fisura γ
A´ngulo de giro del eje θ. Se ha analizado el problema en 72 a´ngulos de
giro, desde 0 hasta 2π, en intervalos de 2π72 , que se corresponden con incre-
mentos de 5 ◦. Se ha considerado este incremento tras estudios preliminares,
siendo este valor el que permite abordar el estudio o´ptimo del FIT.
En la figura 3.4 se pueden ver algunas de las posiciones angulares consideradas
en el estudio.
Figura 3.4: Posiciones angulares utilizadas en el estudio
As´ı pues, teniendo en cuenta la combinacio´n de los para´metros α, β y θ,
resultan un total de 2160 casos diferentes.
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3.2 Modelo nume´rico
La resolucio´n nume´rica del problema que se plantea se ha llevado a cabo
mediante la versio´n 6.13 del Co´digo comercial ABAQUS [91]. A continuacio´n se
describe el modelo nume´rico tridimensional que se ha empleado para la resolucio´n
del problema que parte del modelo geome´trico planteado en el apartado anterior.
3.2.1 Cargas y condiciones de apoyo
El modelo geome´trico se ha sometido a un estado de cargas dado por dos
cargas puntuales sime´tricas de 100N, que se aplican a una distancia d=L/4=225
mm de los extremos del eje, con unas condiciones de apoyo en cada uno de los
dos extremos de la barra en las que se impiden los desplazamientos segu´n los ejes
radiales y se permiten el resto de los desplazamientos y los giros.
3.2.2 Contactos entre superficies
La simulacio´n de la fisura se ha realizado mediante la consideracio´n de dos
tramos de eje y, con el fin de garantizar la unio´n entre los mismos, se ha establecido
una interaccio´n entre las superficies que constituyen la parte intacta de la seccio´n
fisurada. El detalle de esta unio´n se puede observar en la figura 3.5. La zona verde
se corresponde con la seccio´n que permanece intacta.
La zona fisurada se ha definido mediante un contacto entre las dos superficies
correspondientes a las caras libres de la fisura, para evitar que cuando la misma
se cierre el material de uno de los lados del eje penetre en el otro. El contacto
entre ambas superficies esta´ caracterizado, por una parte, por el comportamiento
tangencial, con coeficiente de rozamiento infinito ’Rough friction’ [91] y, por otra,
por el comportamiento normal, para el que se ha elegido el modelo ’Hard Contact’
[91]. Este modelo permite que las superficies no transmitan presio´n de contacto
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Figura 3.5: Detalle de los contactos en la zona intacta y en la zona fisurada
a menos que los nodos de una de las superficies este´n en contacto con los de la
otra, adema´s, admite la separacio´n de las superficies despue´s del contacto. En la
figura 3.5 se puede observar el detalle del contacto entre las dos superficies de la
fisura. La zona roja se corresponde con la seccio´n fisurada.
3.2.3 Mallado
El eje ha sido discretizado mediante elementos hexae´dricos estructurados de
integracio´n reducida, C3D8R [91]. Debido a los fuertes gradientes de tensiones
y deformaciones en el extremo de la fisura, en esta zona se ha utilizado mayor
densidad de malla que en el resto del eje. La malla del eje comprende aproxi-
madamente 220000 elementos y 235000 nodos. En la figuras 3.6 y 3.7 se puede
observar un ejemplo de la malla utilizada en las vistas transversal y longitudinal,
respectivamente.
Para determinar el taman˜o o´ptimo de la malla, se ha realizado un ana´lisis de
sensibilidad hasta observar la convergencia de los resultados.
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Figura 3.6: Detalle de la malla en la seccio´n fisurada para el caso β = 0.25
3.2.4 Ca´lculo del FIT
El co´digo comercial ABAQUS [91] incluye un mo´dulo espec´ıfico para el ana´lisis
de la fractura y en particular para el ca´lculo del FIT. Dicho mo´dulo, denominado
’crack’, permite, por un lado, definir el frente de la fisura y la direccio´n de pro-
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Figura 3.7: Detalle de la malla en la seccio´n fisurada en la direccio´n longi-
tudinal
pagacio´n de la misma y, por otro, calcular el FIT en cada punto γ del frente. El
co´digo requiere la definicio´n del nu´mero de contornos en los que evaluar el FIT
mediante el ca´lculo interno de la integral J [21]. Se ha evaluado el nu´mero de
contornos adecuado para la obtencio´n del FIT, alcanza´ndose la convergencia de
resultados con cinco contornos.
3.3 Ana´lisis de resultados
Se han obtenido, de acuerdo con los apartados anteriores, los resultados co-
rrespondientes al FIT de todos lo casos considerados. En la figura 3.8 se muestran
los valores del FIT adimensional segu´n la ecuacio´n 2.3, FI , para una profundidad
de fisura α = 0,25, un factor de forma β = 0 y tres posiciones angulares (θ = 0,
π
2 y π) en las que la fisura se encuentra, respectivamente, completamente abierta,
parcialmente abierta y completamente cerrada.
Se observa que cuando la fisura se encuentra completamente abierta todos los
puntos del frente de la fisura tienen valores del FIT positivos, cuando comienza
a cerrarse aparecen valores negativos, y cuando la fisura se encuentra comple-
tamente cerrada todos los valores del FIT son menores que cero. El cambio de
signo indica el punto del frente en el que la fisura comienza a cerrarse. Cuando
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Figura 3.8: FIT adimensional para α = 0.25 y β = 0 para los distintos
valores de γ
la seccio´n fisurada se encuentra en compresio´n, la fisura estara´ cerrada y, por
tanto, el estado tensional sera´ similar al del eje intacto, en estas condiciones el
FIT adimensional, FI , deber´ıa ser nulo.
3.4 Obtencio´n del FIT a partir de los
desplazamientos
Con el fin de comprobar la validez de los resultados del FIT obtenidos me-
diante el modelo de fractura de ABAQUS, se ha obtenido el FIT a partir de los
desplazamientos relativos de los puntos de las caras de la fisura (CTOD) [16].
Este para´metro proporciona una medida del taman˜o de la apertura del frente de
la fisura y se puede expresar como (ver figura 3.9):
CTOD = 2uz (3.1)
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donde uz son los desplazamientos en direccio´n z en el fondo de una fisura en modo
I y esta´n relacionados con el FIT mediante la expresio´n:
uz =
KI
2µ
√
r
2π sin
ϕ
2
(
k + 1− cos2 ϕ2
)
(3.2)
donde µ = E2(1+ν) y k = 3− 4ν en condiciones de deformacio´n plana.
Figura 3.9: Detalle de los desplazamientos en la fisura
Por ejemplo, para un a´ngulo ϕ = 180 ◦ KI toma el valor:
KI =
2µ · √2π
(3− 4ν + 1) ·
uz√
r
(3.3)
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En concreto, como muestra del ca´lculo del FIT a partir de los desplazamientos,
se ha elegido el caso de frente recto β = 0, profundidad α = 0,25 y posicio´n
angular θ = 3π2 . Se han obtenido los desplazamientos uz en puntos situados a
diferentes distancias en la direccio´n r, medidas desde el frente de fisura, para
cada γ (figura 3.10). A la vista de la expresio´n 3.3, el ca´lculo del FIT requiere
conocer el valor de uz√
r
, que se ha calculado para cada uno de los casos de γ (ver
figura 3.11). Se han seleccionado los cinco primeros puntos de acuerdo con los
cinco contornos elegidos en el ca´lculo directo del FIT.
Figura 3.10: Diferentes puntos sobre los que se miden los desplazamientos
para γ = 0
Con los resultados obtenidos se llega a las expresiones que relacionan los des-
plazamientos uz con
√
r para cada posicio´n en el frente (ver tabla 3.1), que per-
miten calcular el FIT mediante la ecuacio´n 3.3.
En la figura 3.12 se muestran los resultados del FIT adimensional FI obte-
nidos a partir de los desplazamientos uz de las caras de la fisura junto con los
resultados del FIT obtenidos directamente con el mo´dulo ’crack’. Se observa una
buena correlacio´n entre ambos cuando la fisura se encuentra abierta, habie´ndose
constatado las mayores diferencias, del orden del 3%, en la periferia del eje.
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Figura 3.11: Desplazamientos uz
Tabla 3.1: Expresiones obtenidas para cada posicio´n relativa en el frente γ
γ R2 Expresión
0 0,9784 uz = 5,5 · 10−6√r
0,16 0,9663 uz = 1,2 · 10−5√r
0,33 0,9774 uz = 1,9 · 10−5√r
0,5 0,9767 uz = 2,5 · 10−5√r
0,66 0,9762 uz = 3,1 · 10−5√r
0,83 0,9744 uz = 3,4 · 10−5√r
Tambie´n se observa que cuando la fisura esta´ cerrada los resultados del FIT
obtenidos a partir de los desplazamientos son nulos, como corresponde al eje
intacto, mientras que los valores del FIT obtenidos mediante el mo´dulo ’crack’
son negativos.
Otros casos analizados, distintos de β = 0, α = 0.25 y θ = 3π2 conducen a
resultados similares. Se puede concluir que el mo´dulo ’crack’ solo proporciona
valores fiables del FIT mientras la fisura esta´ abierta. De acuerdo con lo anterior,
cuando la fisura se cierra el FIT debe ser cero. Como consecuencia de ello, no se
pueden utilizar los valores del FIT proporcionados directamente por el mo´dulo
’crack’en el caso de fisura cerrada.
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Figura 3.12: Comparacio´n del FIT adimensional obtenido mediante el mo´-
dulo ’crack’ y el obtenido mediante desplazamientos para β = 0, α = 0.25
y θ = 3π2
3.5 Validacio´n del modelo
Los resultados del FIT obtenidos se han comparado con los mostrados por
otros autores. En primer lugar, se han contrastado, para el caso de fisura com-
pletamente abierta (sin giro), con los del modelo de Shin y Cai [9]. En segundo
lugar, la validacio´n se ha realizado con el modelo de Carpinteri [6], para el caso
de fisura parcialmente abierta.
3.5.1 Fisura completamente abierta
En el trabajo de Shin y Cai [9] se realizo´ un estudio nume´rico del FIT a lo
largo del frente de la fisura en funcio´n de la profundidad y de la forma de la
misma, y de la posicio´n relativa en el frente; y a partir de los resultados obtenidos
nume´ricamente se llego´ a una expresio´n para el ca´lculo del FIT.
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En las figuras 3.13 a 3.17 se muestra el FI obtenido mediante el modelo de
Shin y Cai [9] y se compara con el resultado del modelo nume´rico desarrollado,
denominado ’Modelo Tesis’. Se puede observar que los resultados que se obtienen
son muy similares.
Figura 3.13: Comparacio´n del FIT adimensional del ’Modelo Tesis’ y el de
Shin y Cai [9] para β = 0 y distintos valores de α
Figura 3.14: Comparacio´n del FIT adimensional del ’Modelo Tesis’ y el de
Shin y Cai [9] para β = 0,25 y distintos valores de α
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Figura 3.15: Comparacio´n del FIT adimensional del ’Modelo Tesis’ y el de
Shin y Cai [9] para β = 0,5 y distintos valores de α
Figura 3.16: Comparacio´n del FIT adimensional del ’Modelo Tesis’ y el de
Shin y Cai [9] para β = 0,75 y distintos valores de α
Para β = 0, β = 0,25 y β = 0,5 los resultados pra´cticamente coinciden,
con una diferencia ma´xima que se encuentra siempre por debajo del 5%. Para
β = 0,75 y β = 1 las discrepancias son ligeramente superiores, no obstante, para
cada taman˜o de fisura, ambas curvas siguen la misma tendencia.
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Figura 3.17: Comparacio´n del FIT adimensional del ’Modelo Tesis’ y el de
Shin y Cai [9] para β = 1 y distintos valores de α
3.5.2 Fisura parcialmente abierta
En el trabajo de Carpinteri [6] se realizo´ un estudio nume´rico del FIT a lo
largo del frente de la fisura para las posiciones angulares θ = 0 y θ = 3π2 , y se
extendieron los resultados a un giro completo del eje.
En las figuras 3.18 a 3.21 se muestra el FI obtenido mediante el modelo de
Carpinteri [6] y se compara con los resultados del modelo nume´rico desarrollado
para una posicio´n angular de θ = 3π2 y distintos valores de α y β.
Cabe destacar que en el modelo propuesto por Carpinteri [6] los valores del
FIT adimensional, cuando la fisura esta´ cerrada, son iguales en valor absoluto
a los valores del FIT adimensional cuando la fisura esta´ abierta, pero de signo
contrario. A partir de las comprobaciones realizadas, se considera que esto puede
deberse a que en este estudio no se indica que se hayan evitado las penetraciones
en el cierre de la fisura. Cuando la fisura esta´ abierta, para las posiciones relativas
cercanas al centro de la fisura, existe una pequen˜a diferencia entre los resultados
de los dos modelos en todas las profundidades. Esta diferencia se debe a que
Carpinteri [6], al igual que otros autores [10], considero´ que para la posicio´n
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angular θ = 3π2 , exactamente la mitad de la fisura se encuentra abierta y, por el
contrario, en el estudio realizado, al igual que en otros modelos [4], se observa
que para esa posicio´n angular algo ma´s de la mitad de la fisura esta´ abierta.
Figura 3.18: Comparacio´n del FIT adimensional del ’Modelo Tesis’ y el de
Carpinteri [6] para β = 0, α = 0,1 y θ = 3π2
Figura 3.19: Comparacio´n del FIT adimensional del ’Modelo Tesis’ y el de
Carpinteri [6] para β = 0, α = 0,25 y θ = 3π2
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Figura 3.20: Comparacio´n del FIT adimensional del ’Modelo Tesis’ y el de
Carpinteri [6] para β = 0, α = 0,5 y θ = 3π2
Figura 3.21: Comparacio´n del FIT adimensional del ’Modelo Tesis’ y el de
Carpinteri [6] para β = 1, α = 0,3 y θ = 3π2
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3.6 Resultados y discusio´n
En este apartado se discuten los resultados obtenidos en la simulacio´n nu-
me´rica. Se han obtenido dos tipos de resultados diferentes, los primeros esta´n
orientados a estudiar la apertura y cierre de la fisura a lo largo de un giro com-
pleto del eje, y los segundos se han utilizado para analizar la variacio´n del FIT a
lo largo del frente de la fisura durante el mismo periodo.
3.6.1 Estudio de la apertura y cierre
El estudio del mecanismo de apertura y cierre de la fisura tiene como objetivo
determinar que´ zona de la seccio´n fisurada se encuentra abierta a lo largo del
giro del eje, aspecto importante para la determinacio´n posterior de una expresio´n
del FIT en funcio´n del a´ngulo girado. En la figura 3.22 se puede ver un ejemplo
de los resultados obtenidos para una fisura de profundidad α = 0,25 y factor de
forma β = 0, la zona blanca se corresponde con la porcio´n de la seccio´n que se
encuentra cerrada para cada a´ngulo de giro. Los resultados son extensibles a otras
profundidades y formas del frente.
Para cuantificar el grado de apertura, se ha medido a partir de estas ima´genes,
mediante me´todos gra´ficos, el porcentaje de seccio´n fisurada abierta respecto a
la seccio´n transversal del eje a lo largo de un giro completo. El mecanismo de
apertura y cierre de la fisura ya ha sido utilizado por otros autores de manera
anal´ıtica [10] o nume´rica [4]. En la figura 3.23, se puede observar la gran similitud
de los resultados con el modelo nume´rico de Bachschmid et al. [4]. Tambie´n se
pueden apreciar las diferencias con respecto al modelo anal´ıtico de LCF utilizado
por otros autores, entre ellos Darpe et al. [10].
La principal diferencia entre el ’Modelo Tesis’ y el modelo de LCF [10] estriba
en que este u´ltimo considera que para una posicio´n angular de π4 la fisura esta´
cerrada un cuarto, y para π2 lo esta´ la mitad, mientras que el primero, al igual
que el modelo desarrollado por Bachschmid et al. [4], predice que en la posicio´n
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Figura 3.22: Apertura de la fisura (zona en color) para un eje con una
fisura con α = 0,25 y β = 0 en un giro completo
Figura 3.23: Apertura de la fisura para el modelo LCF [10], Bachschmid et
al. [4] y en el modelo desarrollado
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angular de π4 la fisura tarda ma´s en comenzar a cerrarse, y continu´a completa-
mente abierta, y en la posicio´n angular de θ = π2 algo menos de la mitad de la
fisura esta´ cerrada.
Con el fin de analizar los resultados, se ha calculado el porcentaje de apertura
de la fisura con la siguiente expresio´n:
Λ(%) = A0
Ac
100 (3.4)
donde A0 es el a´rea fisurada abierta y Ac es el a´rea de la seccio´n transversal del
eje.
Figura 3.24: Porcentaje de apertura de la fisura respecto del a´rea transversal
a lo largo de medio giro para distintos valores de α y β = 0
En la figuras 3.24 y 3.25 se representan los valores del porcentaje de apertura
obtenidos para β = 0, β = 0,5 y distintos valores de α, y en la figura 3.26 se
muestran los mismos valores para α = 0,25 y todos los casos de β. Dada la simetr´ıa
de los resultados, en cada gra´fica solo se muestran los valores correspondientes a
medio giro (de 0 a π).
Se puede observar que para un mismo valor de β (ver figuras 3.24 y 3.25),
la apertura de la fisura crece con la profundidad de la misma en todo el giro.
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Figura 3.25: Porcentaje de apertura de la fisura respecto del a´rea transversal
a lo largo de medio giro para distintos valores de α y β = 0,5
Figura 3.26: Porcentaje de apertura de la fisura respecto de la seccio´n
transversal total a lo largo de medio giro para todos los casos de β y α = 0,25
Tambie´n se observa que las fisuras pequen˜as esta´n cerradas durante ma´s tiempo
que las grandes.
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Por otra parte, para un valor de α fijo, por ejemplo α = 0,25 (figura 3.26),
cuanto ma´s recto es el frente mayor es la apertura para un mismo a´ngulo de giro
y las fisuras ma´s el´ıpticas esta´n ma´s tiempo cerradas que las rectas.
3.6.2 Factor de Intensidad de Tensiones
En este apartado se muestran y analizan los resultados del Factor de Inten-
sidad de Tensiones que se han obtenido mediante el mo´dulo crack de ABAQUS
para la parte abierta de la fisura, considerando, de acuerdo con las conclusiones
alcanzadas en el apartado 3.4, la anulacio´n de los valores del FIT cuando la fisura
esta´ cerrada.
Figura 3.27: FIT adimensional a lo largo de un giro del eje para un factor
de forma β = 0,5 y una profundidad α = 0,1
En las figuras 3.27 a 3.31 se representa el valor del FIT adimensional FI en
funcio´n del a´ngulo de giro θ. Cada figura muestra, para un factor de forma dado
β y una determinada profundidad α, los valores de FI para cada posicio´n relativa
en el frente de fisura γ, es decir, en cada curva se representa la variacio´n de FI
experimentada por un punto del frente a lo largo de un giro. Se han representado
los casos correspondientes a β = 0,5 y diferentes casos de α. No obstante, las
conclusiones se pueden extender al resto de profundidades y factores de forma.
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Figura 3.28: FIT adimensional a lo largo de un giro del eje para un factor
de forma β = 0,5 y una profundidad α = 0,2
Figura 3.29: FIT adimensional a lo largo de un giro del eje para un factor
de forma β = 0,5 y una profundidad α = 0,3
A la vista de los resultados representados en las figuras, pueden obtenerse las
siguientes consideraciones:
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Figura 3.30: FIT adimensional a lo largo de un giro del eje para un factor
de forma β = 0,5 y una profundidad α = 0,4
Figura 3.31: FIT adimensional a lo largo de un giro del eje para un factor
de forma β = 0,5 y una profundidad α = 0,5
Cuando el eje gira la fisura se abre y se cierra con simetr´ıa. Por ejemplo,
cuando el eje alcanza el a´ngulo de rotacio´n θ = π2 , el nu´mero de posiciones
relativas en el frente con el FIT positivo es el mismo que cuando el eje
alcanza el a´ngulo de rotacio´n θ = 3π2 , por lo tanto, la cantidad de parte
abierta es exactamente la misma (ver figura 3.32).
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Figura 3.32: Apertura de la fisura con simetr´ıa
Independientemente de la profundidad y del factor de forma elegidos, para
un angulo de rotacio´n θ = 0, el FIT es siempre positivo, lo que significa que
la fisura se encuentra siempre abierta y, por el contrario, para un a´ngulo
de rotacio´n θ = π, el FIT es siempre nulo, lo que significa que la fisura se
encuentra completamente cerrada.
El nu´mero de posiciones relativas en el frente con FIT nulo disminuye a
medida que aumenta la profundidad de la fisura, por lo tanto, el tiempo de
apertura de la fisura aumenta a medida que se incrementa la profundidad del
defecto. Esto se puede observar en la figura 3.33, en la que se ha representado
el valor del FIT adimensional para las posiciones relativas extremas γ =
−0,83 y γ = 0,83, para un factor de forma dado β = 0,25 y una profundidad
α = 0,3.
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Figura 3.33: Valores nulos del FIT para las posiciones relativas extremas
γ = −0,83 y γ = 0,83, para un factor de forma β = 0,25 y una profundidad
α = 0,3
Un dato crucial para posteriores desarrollos de esta Tesis es el a´ngulo de
giro en el que la fisura se abre o se cierra. Por esta razo´n se realiza un
estudio pormenorizado de posiciones angulares con incrementos de 2π72 , co-
rrespondientes a 5 ◦, ya que de esta manera se localiza con mayor exactitud
los instantes de apertura y cierre de la misma. Por ejemplo, en una rotacio´n
completa del eje, una fisura de α = 0,1 y frente semicircular β = 1 (ver
figura 3.34) permanece completamente abierta entre los a´ngulos de rotacio´n
θ = 0 y θ = 1,48 y los a´ngulos θ = 4,88 y θ = 2π, que es inferior de la mitad
de la rotacio´n. La fisura se encuentra completamente cerrada para a´ngulos
entre θ = 1,74 y θ = 4,62. En el resto de la rotacio´n la fisura se encuentra
parcialmente abierta. Por el contrario, una fisura de α = 0,5 y frente recto
β = 0 (ver figura 3.35), permanece completamente abierta entre los a´ngulos
de rotacio´n θ = 0 y θ = 0,96, y los a´ngulos θ = 5,32 y θ = 2π. La fisura
se encuentra completamente cerrada para el a´ngulo θ = π, permaneciendo
parcialmente abierta el resto de la rotacio´n.
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En la tabla 3.2 se muestra el a´ngulo de giro en el que la fisura comienza a
abrirse para cada uno de los casos estudiados. Se observa que este efecto se
produce cuanto ma´s recto es el frente y mayor es la profundidad.
Tabla 3.2: A´ngulo de apertura de la fisura (rad) para los diferentes casos
analizados
β = 0 β = 0,25 β = 0,5 β = 0,75 β = 1
α = 0,1 4,27 4,27 4,44 4,53 4,62
α = 0,2 3,93 4,01 4,09 4,27 4,36
α = 0,3 3,66 3,75 3,83 4,01 4,19
α = 0,4 3,49 3,49 3,57 3,57 3,93
α = 0,5 3,23 3,23 3,31 3,49 3,66
Figura 3.34: Apertura y cierre de la fisura para un factor de forma β = 1
y una profundidad α = 0,1
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Figura 3.35: Apertura y cierre de la fisura para un factor de forma β = 0
y una profundidad α = 0,5

4
Expresio´n del Factor de
Intensidad de Tensiones de un eje
giratorio fisurado
En el presente cap´ıtulo se determina una expresio´n cerrada del FIT que permite
calcular el valor del mismo en funcio´n de la profundidad relativa de la fisura, del
factor de forma, de la posicio´n relativa en el frente y del a´ngulo de giro del eje.
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4.1 Obtencio´n de la expresio´n del Fac-
tor de Intensidad de Tensiones
El FIT de una fisura se puede expresar como [16, 20]:
KI = FIσ
√
πa (4.1)
donde FI es el FIT adimensional, que en el caso de ejes giratorios depende, como
se ha demostrado en el tercer cap´ıtulo, del a´ngulo de giro del eje, del punto del
frente de la fisura que se considere y de las carcter´ısticas geome´tricas de la misma:
FI = FI(α, β, γ, θ) (4.2)
En estas condiciones no se ha encontrado en la literatura, en conocimiento de
la autora, ninguna expresio´n del FIT adimensional, FI , en funcio´n de las variables
anteriores, y por tanto ser´ıa de gran utilidad disponer de ella para el estudio del
comportamiento dina´mico de ejes que contienen fisuras.
Durante el giro del eje, como se ha visto en el cap´ıtulo anterior, la fisura se
abre y se cierra de forma gradual y como consecuencia del ello el problema se
convierte en no lineal [4, 10, 92]. Por lo tanto, la determinacio´n de la expresio´n
del FIT debe tener en cuenta el mecanismo de apertura y cierre.
El comportamiento del eje se puede considerar como una secuencia de fases
lineales y no lineales. Cuando la fisura se encuentra completamente abierta el pro-
blema es lineal, sin embargo, cuando la fisura se encuentra parcialmente cerrada,
el problema se convierte en no lineal. Teniendo en cuenta estas dos situaciones,
se ha obtenido una expresio´n del FIT adimensional.
En la figura 4.1 se muestra la representacio´n del FIT adimensional en funcio´n
del a´ngulo de giro θ para las diferentes posiciones en el frente de fisura γ y un
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caso gene´rico de α y β. Se remarca en color rojo la linea correspondiente a una
posicio´n gene´rica en el frente de fisura γ y en azul la correspondiente a la posicio´n
gene´rica −γ. No´tese que en este caso, segu´n la representacio´n de la figura 4.1, el
eje gira en sentido horario.
Figura 4.1: FIT adimensional en un giro completo del eje para cada posicio´n
angular en el frente de fisura.
La determinacio´n de la expresio´n que define el FIT adimensional, FI , requiere
una serie de variables que se explican a continuacio´n (ver figura 4.1):
θc1 es el a´ngulo para el que comienza a cerrarse el frente y depende de la
profundidad relativa de la fisura α y del factor de forma β.
θc1 = θc1(α, β) (4.3)
θcγ es el primer a´ngulo, para una determinada posicio´n en el frente de fisura
γ, en el que FI es nulo (donde se cierra ese punto del frente) , y depende de
la profundidad relativa α, del factor de forma β y de la posicio´n relativa en
el frente γ.
68 4 Expresio´n del Factor de Intensidad de Tensiones de un eje giratorio fisurado
θcγ = θcγ(α, β, γ) (4.4)
θoγ es el u´ltimo a´ngulo, para una determinada posicio´n en el frente de fisura
γ, en el que FI es nulo (donde se abre ese punto del frente) y depende de la
profundidad relativa α, del factor de forma β y de la posicio´n relativa en el
frente γ.
θoγ = θoγ(α, β, γ) (4.5)
θo1 es el a´ngulo para el que el frente de la fisura esta´ completamente abierto
de nuevo, es decir con todos los valores del FI en el frente positivos. Depende
de la profundidad relativa de la fisura α y del factor de forma β.
θo1 = θo1(α, β) (4.6)
θ2γ es el primer a´ngulo, para la posicio´n relativa en el frente de fisura −γ,
en el que el FI es nulo (donde se cierra ese punto del frente). Depende de la
profundidad relativa de la fisura α, del factor de forma β y de la posicio´n
relativa en el frente γ.
θ2γ = θ2γ(α, β, γ) (4.7)
θct1 es el primer a´ngulo para el que frente esta´ completamente cerrado, es
decir, con todos los valores del FI nulos. Depende de la profundidad relativa
de la fisura α y del factor de forma β.
θct1 = θct1(α, β) (4.8)
θct2 es el u´ltimo a´ngulo para el que frente esta´ completamente cerrado.
Depende de la profundidad relativa de la fisura α y del factor de forma β.
θct2 = θct2(α, β) (4.9)
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F0 es el valor de FI para un a´ngulo θ = 0 en un determinado γ. Depende de
la profundidad relativa de la fisura α, del factor de forma β y de la posicio´n
relativa en el frente γ.
F0 = F0(α, β, γ; θ = 0) (4.10)
F γc1 es el valor de FI para un a´ngulo θ = θc1 en un determinado γ. Es
funcio´n de la profundidad relativa de la fisura α, del factor de forma β y de
la posicio´n relativa en el frente γ.
F γc1 = F γc1(α, β, γ; θ = θc1) (4.11)
F γo1 es el valor de FI para un a´ngulo θ = θo1 en un determinado γ. Tambie´n
depende de la profundidad relativa de la fisura α, del factor de forma β y
de la posicio´n relativa en el frente γ.
F γo1 = F γo1(α, β, γ; θ = θo1) (4.12)
4.1.1 FIT con fisura completamente abierta
En primer lugar, se va a analizar la situacio´n correspondiente a una fisura
completamente abierta. En esta situacio´n la expresio´n de FI debe representar
el comportamiento lineal del eje. En la figura 4.2 se muestran las zonas que se
analizan en este apartado. Se van a distinguir dos intervalos de giro: de 0 a π
(Intervalo 1; FIT adimensional denominado F−I,1) y de π a 2π (Intervalo 2; FIT
adimensional denominado F+I,2).
El FIT adimensional, FI , se puede expresar tomando como base el modelo de
Carpinteri [6] como:
F−I,1(α, β, γ, θ) = A1 cos θ +B1 senθ (Intervalo 1) (4.13)
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Figura 4.2: Fisura completamente abierta y comportamiento lineal
F+I,2(α, β, γ, θ) = A2 cos θ +B2 senθ (Intervalo 2) (4.14)
donde A1, B1, A2 y B2 son constantes que se obtienen con las siguientes condi-
ciones:
Para el intervalo 1
F−I,1(α, β, γ; θ = 0) = F0 (4.15)
F−I,1(α, β, γ; θ = θc1) = F
γ
c1 (4.16)
obtenie´ndose con las ecuaciones 4.13 y 4.14 los siguientes valores de las
constantes A1 y B1:
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A1 = F0 (4.17)
B1 =
F γc1 − F0 cos θc1
senθc1
(4.18)
Para el intervalo 2
F+I,2(α, β, γ; θ = θo1) = F
γ
o1 (4.19)
F+I,2(α, β, γ; θ = 2π) = F0 (4.20)
y por tanto:
A2 = F0 (4.21)
B2 =
F γo1 − F0 cos θo1
senθo1
(4.22)
La expresio´n del FIT adimensional, FI , requiere la determinacio´n de unas
expresiones previas que definan las variables anteriores (4.3 a 4.12). Estas expre-
siones previas se han obtenido considerando todos los valores disponibles de las
simulaciones nume´ricas mediante el uso de una serie de ajustes por la te´cnica
de regresio´n mu´ltiple. Para el para´metro F0 se ha obtenido el siguiente ajuste
polino´mico:
F0(α, β, γ; θ = 0) =
4∑
i=0
4∑
j=0
4∑
k=0
Cijkα
iβjγk (4.23)
donde Cijk son los coeficientes del ajuste, i es el grado del polinomio en α, j es el
grado del polinomio en β y k es el grado del polinomio en γ. El mejor ajuste se
ha obtenido con un polinomio de grado 4 en las tres variables α, β y γ, y con un
coeficiente del ajuste R2 = 0,9999. Los coeficientes Cijk se muestran en las tablas
A.1 y A.2 del anexo 1.
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De igual manera, se determina F γc1 con todos los valores de F
γ
c1 disponibles en
θ = θc1:
F γc1(α, β, γ; θ = θc1) =
4∑
i=0
4∑
j=0
4∑
k=0
Mijkα
iβjγk (4.24)
dondeMijk son los coeficientes del ajuste para F
γ
c1, que vienen dados en las tablas
A.3 y A.4 del anexo 1. Para estas condiciones, el mejor ajuste se obtiene con un
polinomio de grado 4 en α, β y γ, con un coeficiente R2 = 0,9995.
Debido a la simetr´ıa de la geometr´ıa del problema, F γo1 se determina utilizando
el mismo ajuste que para F γc1, pero cambiando el valor de la posicio´n en el frente
de la fisura γ por −γ.
F γo1(α, β, γ) = F γc1(α, β,−γ) (4.25)
Tambie´n es posible obtener el a´ngulo θc1 mediante la expresio´n:
θc1(α, β) =
4∑
i=0
4∑
j=0
Nijα
iβj (4.26)
Los coeficientes del ajuste Nij se muestran en la tabla A.5 del anexo 1. El
mejor ajuste se obtiene con un polinomio de grado 4 en α y β, con un coefiente
del ajuste R2 = 0,9999.
En el caso del a´ngulo θo1, debido a que la fisura se abre y se cierra con simetr´ıa
cuando el eje rota, se puede expresar de la siguiente forma:
θo1(α, β) = 2π − θc1(α, β) (4.27)
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4.1.2 FIT con fisura parcialmente cerrada
Cuando la fisura se encuentra parcialmente cerrada el comportamiento del
eje es no lineal [3, 10, 4] (ver figura 4.3), por lo tanto es necesario sustituir las
expresiones 4.13 y 4.14 por otras que recojan el comportamiento no lineal. En
este caso tambie´n se van a distinguir dos intervalos de giro: de 0 a π (Intervalo 1;
FIT adimensional denominado F+I,1) y de π a 2π (Intervalo 2; FIT adimensional
denominado F−I,2).:
Figura 4.3: Fisura parcialmente cerrada y comportamiento no lineal
F+I,1(α, β, γ, θ) = C1θ3 +D1θ2 + E1θ +H1 (Intervalo 1) (4.28)
F−I,2(α, β, γ, θ) = C2θ3 +D2θ2 + E2θ +H2 (Intervalo 2) (4.29)
donde C1, D1, E1, H1, C2, D2, E2 y H2 son unas constantes que se obtienen con
las siguientes condiciones:
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Para el intervalo 1
F+I,1(α, β, γ; θ = θc1) = F
γ
c1 (4.30)
F+I,1(α, β, γ; θ = θcγ) = 0 (4.31)
dF+I,1(α, β, γ; θ = θc1)
dθ
=
dF−I,1(α, β, γ; θ = θc1)
dθ
(4.32)
dF+I,1(α, β, γ; θ = θcγ)
dθ
= 0 (4.33)
a partir de la ecuacio´n 4.28 se obtiene el valor de las constantes C1, D1, E1
y F1:
C1 =
(θc1 − θcγ)(B1 cos θc1 − A1senθc1)− 2F γc1
(θc1 − θcγ)3
(4.34)
D1 =
3F γc1(θc1 + θcγ)− (θc1 − θcγ)(θc1 + 2θcγ)(B1 cos θc1 − A1senθc1)
(θc1 − θcγ)3
(4.35)
E1 =
θcγ(2θc1 + θcγ)(θc1 − θcγ)(B1 cos θc1 − A1senθc1)− 6F γc1θc1θcγ
(θc1 − θcγ)3
(4.36)
H1 =
F γc1θ
2
cγ(3θc1 − θcγ)− θc1θ2cγ(θc1 − θcγ)(B1 cos θc1 − A1senθc1)
(θc1 − θcγ)3
(4.37)
Y para el intervalo 2
F−I,2(α, β, γ; θ = θ01) = F
γ
o1 (4.38)
F−I,2(α, β, γ; θ = θoγ) = 0 (4.39)
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dF−I,2(α, β, γ; θ = θ01)
dθ
=
dF+I,2(α, β, γ; θ = θo1)
dθ
(4.40)
dF−I,2(α, β, γ; θ = θoγ)
dθ
= 0 (4.41)
a partir de la ecuacio´n 4.29 se obtiene el valor de las constantes C2, D2, E2
y F2:
C2 =
(θo1 − θoγ)(B2 cos θo1 − A2senθ01)− 2F γ01
(θ01 − θ0γ)3
(4.42)
D2 =
3F γ01(θ01 + θ0γ)− (θ01 − θ0γ)(θ01 + 2θ0γ)(B2 cos θ01 − A2senθ01)
(θ01 − θ0γ)3
(4.43)
E2 =
θ0γ(2θ01 + θ0γ)(θ01 − θ0γ)(B2 cos θ01 − A2senθ01)− 6F γ01θ01θ0γ
(θ01 − θ0γ)3
(4.44)
H2 =
F γ01θ
2
0γ(3θ01 − θ0γ)− θ01θ20γ(θ01 − θ0γ)(B2 cos θ01 − A2senθ01)
(θ01 − θ0γ)3
(4.45)
Al igual que se ha hecho con los para´metros anteriores, para determinar θcγ, se
realiza un ajuste polino´mico mediante te´cnicas de regresio´n mu´ltiple, y se obtiene
la expresio´n:
θcγ(α, β, γ) =
3∑
i=0
2∑
j=0
7∑
k=0
Pijkα
iβjγk (4.46)
donde Pijk son los coeficientes del ajuste que se muestran en las tablas A.6 y A.7
del anexo 1. El mejor ajuste se obtiene con un polinomio de grado 3 en α, grado
2 en β y grado 7 en γ, con un coeficiente R2 = 0,9966.
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El a´ngulo de rotacio´n θoγ puede obtenerse mediante la expresio´n:
θoγ(α, β, γ) = 2π − θ2γ(α, β, γ) (4.47)
θ2γ puede calcularse por la simetr´ıa de la geometr´ıa del problema mediante la
utilizacio´n del mismo ajuste que se utilizaba para θcγ, pero cambiando el valor de
la posicio´n en el frente γ, por −γ.
θ2γ(γ) = θcγ(−γ) (4.48)
4.1.3 FIT con fisura completamente cerrada
Para un a´ngulo de rotacio´n entre θct1 y θct2 la fisura esta´ cerrada (ver figura
4.4) por lo que los valores del FIT son siempre nulos.
Figura 4.4: Fisura completamente cerrada
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Figura 4.5: Esquema del procedimiento utilizado para calcular la expresio´n
cerrada del FIT
Como resumen, en la figura 4.5 se muestra el esquema del procedimiento
utilizado para obtener la expresio´n cerrada del FIT descrita.
De igual manera, en la figura 4.6 se muestra una tabla resumen donde apa-
recen todas las expresiones: la general del FI (correspondiente al intervalo 1 y al
intervalo 2), as´ı como todas las constantes y expresiones de los ajustes.
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Figura 4.6: Tabla resumen de la expresio´n del FIT
4.2 Validacio´n de la expresio´n del FIT
Para comprobar la bondad del modelo de ca´lculo del FIT, tabla 4.6, que es
funcio´n de cuatro variables diferentes, obtenido mediante el ajuste de numerosos
para´metros, se procede, en este apartado, a su comparacio´n con resultados nu-
me´ricos. En las figuras 4.7 a 4.11 se muestran las comparaciones, en funcio´n del
a´ngulo de giro θ, para los casos correspondientes a una profundidad de fisura α
= 0.3, las posiciones relativas en el frente de fisura γ = −0,83;−0,5; 0; 0,5 y 0,83
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y todos los casos de β. En dichas figuras se observa que la concordancia entre los
resultados de la expresio´n y los nume´ricos es muy buena, salvo en los extremos en
los que se ve una ligera diferencia, debido a que esta´n afectados por el problema
de borde explicado en el apartado 3.1.1.
Aunque aqu´ı se han representado unos casos concretos los resultados son am-
pliables a cualquier combinacio´n de taman˜o de fisura, forma de frente, posicio´n
en el frente y a´ngulo girado por el eje.
Figura 4.7: Comparacio´n entre los resultados del FI obtenidos mediante la
expresio´n cerrada y los resultados nume´ricos, en funcio´n del a´ngulo de giro
θ, para α = 0.3 y β = 0
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Figura 4.8: Comparacio´n entre los resultados del FI obtenidos mediante la
expresio´n cerrada y los resultados nume´ricos, en funcio´n del a´ngulo de giro
θ, para α = 0.3 y β = 0.25
Figura 4.9: Comparacio´n entre los resultados del FI obtenidos mediante la
expresio´n cerrada y los resultados nume´ricos, en funcio´n del a´ngulo de giro
θ, para α = 0.3 y β = 0.5
4.2 Validacio´n de la expresio´n del FIT 81
Figura 4.10: Comparacio´n entre los resultados del FI obtenidos mediante
la expresio´n cerrada y los resultados nume´ricos, en funcio´n del a´ngulo de
giro θ, para α = 0.3 y β = 0.75
Figura 4.11: Comparacio´n entre los resultados del FI obtenidos mediante
la expresio´n cerrada y los resultados nume´ricos, en funcio´n del a´ngulo de
giro θ, para α = 0.3 y β = 1
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4.2.1 Error relativo medio
Para medir el error cometido en el ca´lculo del FIT utilizando el modelo pro-
puesto se ha calculado el error relativo medio. El ca´lculo se realiza mediante la
siguiente expresio´n:
ε¯FI (%) = 100
1
n
n∑
i=1
∣∣∣ F (i)I,MOD − F (i)I, FEM ∣∣∣
F
(i)
I, FEM
(4.49)
donde FI, FEM es el valor del FI obtenido nume´ricamente y FI,MOD es el valor del
FI estimado mediante el modelo.
En la tabla 4.1 se muestra el error considerando los valores correpondientes a
todas las posiciones del frente y todos los a´ngulos de giro para cada combinacio´n
de α y β.
Tabla 4.1: Error relativo medio (%)
β = 0 β = 0,25 β = 0,5 β = 0,75 β = 1
α = 0,1 3,85 3,30 3,64 5,58 1,33
α = 0,2 3,46 7,92 3,58 1,65 2,52
α = 0,3 6,68 5,13 4,37 3,02 3,68
α = 0,4 5,97 4,03 4,89 2,95 3,62
α = 0,5 5,82 4,97 7,06 6,16 8,16
De igual manera, se calcula el promedio de las diferencias mediante la expre-
sio´n:
δ¯FI =
n∑
i=1
∣∣∣∣∣∣F
(i)
I,MOD − F (i)I, FEM
n
∣∣∣∣∣∣ (4.50)
En la tabla 4.2 se muestran las diferencias entre el valor nume´rico del FI y el
valor del FI estimado mediante el modelo considerando los valores correpondientes
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a todas las posiciones del frente y todos los a´ngulos de giro para cada combinacio´n
de α y β.
Tabla 4.2: Diferencias entre el valor nume´rico del FI y el valor del FI
estimado mediante el ajuste
β = 0 β = 0,25 β = 0,5 β = 0,75 β = 1
α = 0,1 0,0054 0,0042 0,0037 0,0040 0,0019
α = 0,2 0,0053 0,0056 0,0033 0,0019 0,0026
α = 0,3 0,0055 0,0051 0,0042 0,0030 0,0032
α = 0,4 0,0053 0,0046 0,0055 0,0026 0,0031
α = 0,5 0,0067 0,0064 0,0054 0,0042 0,0062
Se observa que todos los errores relativos son inferiores al 8%, y todas las
diferencias son inferiores a 0.007. A la vista de estos resultados de los errores y
las diferencias, se puede decir que el modelo ofrece buenas estimaciones del valor
de FI . Las discrepancias se deben a los posibles errores nume´ricos del modelo y
a los correspondientes a los mu´ltiples ajustes necesarios para obtener el modelo
final.

5
Modelo de propagacio´n
En este cap´ıtulo se analiza la propagacio´n de una fisura de frente semiel´ıptico con-
tenida en un eje giratorio mediante la Ley de Paris, utilizando el modelo desa-
rrollado en el Cap´ıtulo 4 de esta Tesis. Para ello se ha adaptado un algoritmo de
integracio´n que permite reconstruir el nuevo frente de la fisura tras la propagacio´n
producida en ciclos anteriores.
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5.1 Metodolog´ıa para la obtencio´n de la
geometr´ıa del frente
El me´todo propuesto consiste en determinar la propagacio´n de la fisura para
una geometr´ıa inicial dada mediante una integracio´n de la Ley de Paris-Erdogan:
da
dN
= C∆KIm (5.1)
donde da
dN
es la tasa de crecimiento de la fisura y viene expresada enm/ciclo; ∆KI
es el incremento del FIT y viene expresado enMPa
√
m; C y m son las constantes
de la Ley de Paris, que dependen del material y que en el caso concreto de esta
Tesis Doctoral se han considerado las correspondientes al aluminio (C = 45x10−9
y m = 2,9).
Como hipo´tesis de partida se considera que el frente de la fisura se caracteriza
por una elipse con centro en O, situado en la superficie del eje; semieje menor a y
semieje mayor b , que se relacionan con los para´metros α y β de la fisura (ver figura
5.1). Por otra parte, segu´n proponen diversos autores, como [7, 6, 85, 8, 62, 88],
se supone que el crecimiento de la fisura se produce en direccio´n perpendicular
al frente de la misma. La integracio´n de la Ley de Paris no se ha realizado ciclo
a ciclo, sino considerando que el avance del punto central del frente se mantiene
constante [85, 8, 62, 88].
Partiendo de la expresio´n del FIT adimensional en modo I, obtenida en el
cap´ıtulo anterior, que depende de la geometr´ıa de la fisura, la profundidad de la
misma y la posicio´n sobre el frente de fisura, se obtiene la variacio´n del FIT en
cada uno de los puntos del frente en una rotacio´n completa.
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Figura 5.1: Evolucio´n del frente de fisura
Una vez conocida la variacio´n del FIT en cada punto del frente de la fisura en
un giro completo del eje, se procede a determinar el valor ma´ximo en ese punto,
que puede escribirse mediante [6]:
∆KI, giro completo = KI,max −KI,min (5.2)
donde KI,max y KI,min son los valores ma´ximo y mı´nimo, respectivamente, del
Factor de Intensidad de Tensiones durante un giro (ver figura 5.2).
Teniendo en cuenta que el valor mı´nimo del FIT en un giro KI,min = 0 (segu´n
las conclusiones obtenidas en el apartado 3.5):
∆KI, giro completo = KI,max (5.3)
Por consiguiente, el incremento del FIT que se considera en la Ley de Paris
para cada uno de los puntos del frente, es igual al valor ma´ximo del FIT en un
giro completo del eje.
El avance de la fisura se obtiene integrando la Ley de Paris (ecuacio´n 5.1),
obteniendo como resultado, para un punto cualquiera, la expresio´n:
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Figura 5.2: Valores ma´ximo y m´ınimo del FIT para un γ gene´rico
∆a
∆N = C · [∆KI ]
m =⇒ ∆a = ∆N · C · [∆KI ]m (5.4)
Tomando dos puntos del frente, el central (A) y uno cualquiera (P), el incre-
mento alcanzado por cada uno de ellos es, respectivamente:
∆a(A) = ∆N · C · [∆KI(A)]m (5.5)
∆a(P ) = ∆N · C · [∆KI(P )]m (5.6)
dividiendo la expresio´n 5.5 entre la expresio´n 5.6 se obtiene el avance de cada uno
de los puntos del frente ∆a(P ):
∆a(P ) = ∆a(A)
(
∆KI(P )
∆KI(A)
)m
(5.7)
donde ∆a(A) es el avance del punto central del frente, que se mantiene constante
de una iteracio´n a otra.
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Los avances alcanzados mediante la expresio´n 5.7 permiten reconstruir el nue-
vo frente el´ıptico de la fisura, de para´metros a′ y b′, mediante un ajuste por
mı´nimos cuadrados (ver figura 5.1). El proceso se repite iterativamente durante
un nu´mero de ciclos establecido.
En la figura 5.3 se muestra un esquema del procedimiento seguido.
Figura 5.3: Esquema del procedimiento utilizado para determinar la propa-
gacio´n
El algoritmo desarrollado permite calcular el nu´mero de ciclos producidos para
que se alcance el avance prefijado ∆a(A) en cada iteracio´n (Ni), en el que se tiene
en cuenta la variacio´n de la forma del frente de una iteracio´n a la siguiente. Por lo
tanto es posible determinar el nu´mero total de ciclos necesario (NT ) para alcanzar
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una geometr´ıa de fisura final partiendo de otra inicial, como la suma del nu´mero
de ciclos calculados en cada una de las iteraciones:
NT =
iter∑
i=1
Ni (5.8)
donde iter es el nu´mero de iteraciones estudiadas
Ni =
∫ ai+∆a(A)
ai
da
C∆(KiImax(A))m
(5.9)
donde ai es el taman˜o de la fisura inicial en una iteracio´n y ∆KiImax(A) es la
variacio´n del FIT que el punto A experimenta en una iteracio´n.
5.2 Determinacio´n del avance o´ptimo en
el punto central del frente
Con el objeto de determinar el valor o´ptimo del avance inicial del punto central
del frente de la fisura, ∆a(A), que, como se ha indicado previamente, se mantiene
constante durante la integracio´n, se ha realizado un estudio previo de sensibilidad
al ∆a(A). Se ha partido de unos valores iniciales de profundidad (αo) y forma
(βo), analizando la propagacio´n para diferentes valores del avance, decrecientes
desde el 5% del dia´metro al 0.33%, estudiando la relacio´n entre la profundidad
y la forma del frente de fisura, hasta alcanzar la convergencia de resultados.
Las figuras 5.4 a 5.7 muestran algunos de los resultados de este ana´lisis de
sensibilidad. Como puede observarse en cada figura, la propagacio´n de la fisura,
con una geometr´ıa inicial dada, tiende a ser la misma a partir de un determinado
valor de ∆a(A). Igualmente, se puede ver en todas las gra´ficas, independiente-
mente de la geometr´ıa inicial, el avance que proporciona el mismo resultado final
de propagacio´n es el 0.5% del dia´metro.
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Figura 5.4: Estudio de sensibilidad de ∆a(A) (αo = 0.05 βo = 1)
Figura 5.5: Estudio de sensibilidad de ∆a(A) (αo = 0.05 βo = 0)
92 5 Modelo de propagacio´n
Figura 5.6: Estudio de sensibilidad de ∆a(A) (αo = 0.2 βo = 0)
Figura 5.7: Estudio de sensibilidad de ∆a(A) (αo = 0.2 βo = 1)
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5.3 Resultados
En este apartado se muestran los resultados obtenidos mediante la utilizacio´n
del algoritmo de propagacio´n propuesto.
5.3.1 Nu´mero de ciclos
Con el modelo propuesto y el algoritmo desarrollado en esta Tesis se ha obte-
nido el nu´mero de ciclos necesarios para que se produzca la propagacio´n de una
fisura hasta una profundidad fijada, mediante la integracio´n de la Ley de Paris,
segu´n las expresiones 5.8 y 5.9. Resultados de intere´s para aplicaciones pra´cticas
de mantenimiento de maquinaria rotatoria.
En la figura 5.8 se muestra el nu´mero de ciclos necesarios para la propagacio´n
de una fisura de profundidad inicial αo = 0.05. Se puede observar que el nu´mero
de ciclos para la propagacio´n de una fisuras con una misma profundidad inicial
aumenta a medida que se incrementa el factor de forma βo. Para geometr´ıas
de frente circular, el nu´mero de ciclos es aproximadamente el doble que para
geometr´ıas de frente recto. Por lo tanto, cuanto ma´s el´ıptica es una fisura ma´s
lento es el crecimiento. En cuanto a la velocidad de propagacio´n, cuando la fisura
es pequen˜a la velocidad es mayor cuanto ma´s recto es el frente, para fisuras
mayores la velocidad de crecimiento es independiente de la forma inicial que
presente el frente.
5.3.2 Evolucio´n del frente de fisura
En las figuras 5.9 a 5.13 se muestran pasos intermedios de la evolucio´n de la
forma del frente para un mismo taman˜o inicial de fisura αo = 0,05 y diferentes
formas iniciales de frente βo. Se observa co´mo, independientemente de la forma
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Figura 5.8: Nu´mero de ciclos para la propagacio´n de una fisura α0 = 0,05
y diferentes β0
inicial de la fisura, en este caso el frente de la misma tiene tendencia a convertirse
en recto.
Figura 5.9: Evolucio´n del frente de fisura para una geometr´ıa inicial de αo
= 0.05 y βo = 0
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Figura 5.10: Evolucio´n del frente de fisura para una geometr´ıa inicial de
αo = 0.05 y βo = 0.25
Figura 5.11: Evolucio´n del frente de fisura para una geometr´ıa inicial de
αo = 0.05 y βo = 0.5
Figura 5.12: Evolucio´n del frente de fisura para una geometr´ıa inicial de
αo = 0.05 y βo = 0.75
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Figura 5.13: Evolucio´n del frente de fisura para una geometr´ıa inicial de
αo = 0.05 y βo = 1
Figura 5.14: Evolucio´n del factor de forma de la fisura β y la profundidad
α, para una profundidad inicial de αo = 0.05 y distintos factores de forma
iniciales βo
Los resultados de la evolucio´n del frente mostrados anteriormente se pueden
resumir en la figura 5.14. Las figuras 5.15 a 5.22 muestran resultados ana´logos
para profundidades de fisura iniciales mayores.
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Figura 5.15: Evolucio´n del factor de forma de la fisura β y la profundidad
α, para una profundidad inicial de αo = 0.1 y distintos factores de forma
iniciales βo
Figura 5.16: Evolucio´n del factor de forma de la fisura β y la profundidad
α, para una profundidad inicial de αo = 0.15 y distintos factores de forma
iniciales βo
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Figura 5.17: Evolucio´n del factor de forma de la fisura β y la profundidad
α, para una profundidad inicial de αo = 0.2 y distintos factores de forma
iniciales βo
Figura 5.18: Evolucio´n del factor de forma de la fisura β y la profundidad
α, para una profundidad inicial de αo = 0.25 y distintos factores de forma
iniciales βo
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Figura 5.19: Evolucio´n del factor de forma de la fisura β y la profundidad
α, para una profundidad inicial de αo = 0.3 y distintos factores de forma
iniciales βo
Figura 5.20: Evolucio´n del factor de forma de la fisura β y la profundidad
α, para una profundidad inicial de αo = 0.35 y distintos factores de forma
iniciales βo
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Figura 5.21: Evolucio´n del factor de forma de la fisura β y la profundidad
α, para una profundidad inicial de αo = 0.4 y distintos factores de forma
iniciales βo
Figura 5.22: Evolucio´n del factor de forma de la fisura β y la profundidad
α, para una profundidad inicial de αo = 0.45 y distintos factores de forma
iniciales βo
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Los resultados muestran que el avance de las distintas fisuras obtenidas tiende
a converger hac´ıa una u´nica curva o lo que es lo mismo, las fisuras tienden a
adoptar el mismo frente. Este efecto se observa con mayor claridad cuanto menor
es la profundidad de la fisura inicial. Si la fisura es inicialmente recta (βo = 0)
y la profundidad inicial (αo) es menor a 0.3, tiende a hacerse ma´s el´ıptica con el
crecimiento hasta cierto valor de la profundidad, para recuperar despue´s la forma
recta. Por el contrario, si inicialmente el frente de la fisura es circular (βo = 1) el
factor de forma disminuye hasta que alcanza el valor de cero, es decir, la fisura
tiende a hacerse recta con el crecimiento. De igual manera, se puede observar que,
independientemente de la forma inicial, llega un momento en el que la fisura se
hace recta ya que el factor de forma en cualquier caso tiende a alcanzar el valor
de cero.
En la figura 5.23 se muestra el crecimiento de la fisura para un factor de
forma inicial βo = 0.5 y todas las profundidades iniciales de fisura αo. Se observa
que si la profundidad inicial es menor a 0.2, las fisuras tienden a hacerse ma´s
el´ıpticas con el crecimiento hasta un determinado valor de la profundidad y luego
recuperan la forma recta. Si la profundidad inicial es mayor a 0.2, el frente de la
fisura directamente tiende a hacerse recto con la propagacio´n.
Figura 5.23: Evolucio´n del factor de forma de la fisura β y la profundidad
α, para un forma inicial βo = 0.5 y distintas profundidades iniciales de fisura
αo
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Para comprobar la validez del modelo de propagacio´n de la fisura propuesto,
se muestran los resultados obtenidos por Carpinteri et al.[6] (figura 5.24). En ese
trabajo se modeliza la evolucio´n del frente de fisura semiel´ıptico en ejes, bajo
solicitacio´n de flexio´n rotatoria.
Figura 5.24: Evolucio´n del factor de forma de la fisura β y la profundidad α
de [6], para distintas profundidades iniciales αo y distintos factores de forma
βo para el caso de flexio´n rotatoria
La comparacio´n de la figura 5.24 con la figura 5.15 muestra una evolucio´n
similar. La fisura crece hacia formas de frente ma´s el´ıpticas para luego volver a
adquirir frentes ma´s rectos. Al igual que en el modelo propuesto en esta Tesis,
las distintas fisuras tienden a adoptar la misma forma de frente. La diferencia
esta´ en el valor u´ltimo del para´metro β. Como ejemplo, para este caso concreto,
el presente modelo predice un valor final de β = 0, mientras que ellos alcanzan
valores de β entre 0.1 y 0.3. Esto es debido, por una parte, a las diferencias que
existen entre ambos modelos para el ca´lculo del FIT (apartado 3.5.2) y, por otra,
a que Carpinteri considera que, a lo largo de una rotacio´n, el FIT ma´ximo se
alcanza, en todos los puntos del frente, en la posicio´n de fisura completamente
abierta, sin embargo, durante el desarrollo de esta Tesis se ha mostrado que esto
no es cierto en todos los casos (apartado 3.6.2), como puede verse en la figura
3.30.
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Teniendo en cuenta los resultados mostrados en las gra´ficas anteriores, se
puede concluir que las fisuras crecen incrementando β (hacie´ndose ma´s el´ıpticas)
siempre que el FIT sea mayor en el centro de la fisura que en los extremos (ver
figura 5.25). En el momento en el que el FIT se hace mayor en los extremos que
en el centro, la fisura crece disminuyendo β (hacie´ndose ma´s recta), hasta que
β = 0, instante en el que la fisura se ha convertido en recta, a partir de entonces
no es posible analizar la propagacio´n de la fisura con el modelo desarrollado en
esta Tesis porque la forma el´ıptica se invierte (adquiere forma co´ncava) debido a
que el FIT en los extremos sigue siendo mayor que en el centro (ver figura 5.26).
Figura 5.25: FIT ma´ximo en el centro y en los extremos de la fisura para
α = 0.1
Figura 5.26: FIT ma´ximo en el centro y en los extremos de la fisura para
α = 0.5
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Aunque la mayor parte de los estudios nume´ricos y experimentales consideran
que la forma que adquieren las fisuras durante su propagacio´n es convexa [93, 39,
62, 40, 9, 11, 65, 41], como se muestra en la figura 5.27, en la literatura tambie´n
se pueden encontrar algunos trabajos relacionados con este tipo de fisuras que
presentan forma co´ncava [12, 94, 95, 13]. En las figura 5.28 se puede observar
la evolucio´n experimental de una fisura de forma inicialmente recta a co´ncava,
mientras que en la figura 5.29 se muestra otro caso experimental en el que una
fisura inicialmente convexa se convierte en co´ncava.
Figura 5.27: Evolucio´n experimental de una fisura de frente el´ıptico en un
caso de flexio´n c´ıclica [11]
Figura 5.28: Propagacio´n experimental de una fisura con cambio de forma
recta a co´ncava [12]
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Figura 5.29: Propagacio´n experimental de una fisura con cambio de forma
convexa a co´ncava [13]
En la tabla 5.1 se muestra la profundidad relativa en la que la fisura empieza
a adquirir forma co´ncava para cada una de las geometr´ıas iniciales estudiadas.
Como puede observarse, la fisura adquiere antes forma co´ncava cuanto ma´s recto
es el frente inicial.
Tabla 5.1: Profundidad relativa en la que la fisura se hace recta y empieza
a adquirir forma co´ncava en funcio´n de la geometr´ıa inicial de la misma
β0 = 0 β0 = 0,25 β0 = 0,5 β0 = 0,75 β0 = 1
α0 = 0,05 0,42 0,44 0,45 0,45 0,45
α0 = 0,1 0,38 0,41 0,435 0,445 0,445
α0 = 0,15 0,345 0,38 0,425 0,445 0,45
α0 = 0,2 0,31 0,36 0,42 0,45 0,46
α0 = 0,25 0,27 0,36 0,43 0,465 0,475
α0 = 0,3 − 0,375 0,445 0,485 0,495
α0 = 0,35 − 0,405 0,47 − −
α0 = 0,4 − 0,45 − − −
α0 = 0,45 − 0,485 − − −

6
Conclusiones y trabajos futuros
En este cap´ıtulo final se exponen las principales conclusiones obtenidas como re-
sultado del trabajo de investigacio´n realizado y las posibles l´ıneas de trabajo futuro.
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6.1 Resumen final y conclusiones
Como aspectos ma´s relevantes de la presente Tesis Doctoral cabe citar los
siguientes:
Se ha estudiado sistema´tica y pormenorizadamente el Factor de Intensidad
de Tensiones (FIT) a lo largo del frente de una fisura el´ıptica contenida
en un eje giratorio, teniendo en cuenta el feno´meno de apertura y cierre.
Para ello, se ha desarrollado un modelo nume´rico, mediante el Me´todo de
los Elementos Finitos (MEF) utilizando el co´digo comercial ABAQUS, que
permite analizar la variacio´n del FIT en el frente en condiciones de flexio´n
rotatoria. En el estudio se han considerado diferentes geometr´ıas de fisura,
forma y taman˜o, y la rotacio´n del eje se ha simulado mediante el estudio
cuasiesta´tico de diferentes posiciones de giro. En conocimiento de la autora,
no se ha llevado a cabo anteriormente un estudio tan detallado del com-
portamiento de un eje fisurado teniendo en cuenta todos los para´metros
citados.
La evaluacio´n nume´rica del FIT se ha realizado mediante el mo´dulo de
fractura, alcanza´ndose, en el caso de fisura abierta, resultados ana´logos a los
que se obtienen mediante me´todos tradicionales de Meca´nica de la Fractura
(CTOD), tambie´n calculados en el desarrollo de esta Tesis. Sin embargo, en
el caso de fisura cerrada, en el que el FIT tiene que ser cero, los resultados
proporcionados por el mo´dulo de fractura son menores de cero. A partir de
esta comprobacio´n y de la comparacio´n con resultados de la literatura se
puede concluir que el mo´dulo de fractura so´lo ofrece resultados adecuados
en el caso de fisura abierta, situacio´n en la que el mo´dulo no hace uso de la
definicio´n de los contactos entre las caras de la fisura.
Se ha propuesto por primera vez un modelo anal´ıtico que permite obtener
el valor del FIT en un giro completo, en funcio´n de las caracter´ısticas de
la fisura, profundidad y forma, y de la posicio´n relativa en el frente, lo
que supone una de sus aportaciones originales. El modelo propuesto se ha
obtenido mediante varios ajustes por mı´nimos cuadrados de los resultados
del modelo nume´rico.
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Se ha analizado la propagacio´n de una fisura semiel´ıptica contenida en un
eje giratorio. Para ello, se ha adaptado un algoritmo de integracio´n de la Ley
de Paris, utilizando el modelo anal´ıtico propuesto, que permite reconstruir
el nuevo frente de la fisura tras el crecimiento producido en cada giro. Los
frentes obtenidos durante la propagacio´n permiten concluir que, indepen-
dientemente de la forma inicial del frente, este se convierte gradualmente en
recto. Los crecimientos posteriores conducen a un cambio en la forma del
frente, de convexo a co´ncavo, debido a que se producen avances de mayor
magnitud en los extremos que en el centro.
6.2 Trabajos futuros
A partir de los resultados obtenidos en el presente trabajo de investigacio´n se
plantean las siguientes l´ıneas de trabajo futuro:
Realizar un estudio experimental sobre el comportamiento de ejes giratorios
fisurados y sobre la propagacio´n de fisuras por fatiga, midiendo el crecimien-
to de la fisura mediante microscop´ıa o´ptica.
Analizar la propagacio´n por fatiga de una fisura superficial semiel´ıptica de
forma co´ncava contenida en un eje giratorio.
Estudiar la evolucio´n del frente de una fisura durante su propagacio´n cuando
se situ´a una masa exce´ntrica en distintas posiciones angulares respecto de
la fisura.
Desarrollar un modelo que relacione el FIT con la rigidez local en la zo-
na fisurada y con las o´rbitas descritas por el eje, que permita abordar el
problema inverso.
Realizar un estudio ana´logo del FIT en condiciones dina´micas.
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A
Coeficientes de los ajustes
A continuacio´n se presentan los coeficientes Cijk, Mijk, Nijk y Pijk, utilizados
en el Cap´ıtulo 4 para el ca´lculo de los ajustes.
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Tabla A.1: Coeficientes Cijk en la ecuacio´n 4.23.
k = 0
i j 0 1 2 3 4
0 1,1149 −0,1011 −1,2914 1,5380 −0,5755
1 −2,8254 2,4021 4,0797 −9,6620 4,8045
2 11,2497 −13,7023 −6,0261 23,1311 −11,8974
3 −20,2995 32,5431 −4,7277 −27,2719 15,8887
4 19,5399 −28,0342 12,3172 6,2866 −6,0179
k = 1
i j 0 1 2 3 4
0 −0,0002 0,0015 −0,0047 0,0058 −0,0025
1 0,0030 −0,0289 0,0902 −0,1124 0,0480
2 −0,0176 0,1755 −0,5578 0,7029 −0,3029
3 0,0408 −0,4242 1,3757 −1,7547 0,7623
4 −0,0327 0,3529 −1,1642 1,5001 −0,6561
k = 2
i j 0 1 2 3 4
0 −0,3411 0,9831 −1,8562 1,4317 −0,1872
1 1,4407 −10,8463 38,9929 −50,5223 21,8856
2 −4,3075 42,5938 −148,9409 207,5330 −97,4021
3 8,5008 −82,2696 267,9685 −372,2081 177,9864
4 −7,5495 65,0074 −195,0925 269,6892 −129,8838
k = 3
i j 0 1 2 3 4
0 0,0002 −0,0018 0,0054 −0,0066 0,0028
1 −0,0040 0,0349 −0,1055 0,1301 −0,0556
2 0,0227 −0,2150 0,6731 −0,8473 0,3664
3 −0,0518 0,5289 −1,7122 2,1954 −0,9599
4 0,0410 −0,4468 1,4846 −1,9295 0,8506
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Tabla A.2: Continuacio´n coeficientes Cijk en la ecuacio´n 4.23.
k = 4
i j 0 1 2 3 4
0 −0,4004 −1,2548 8,0348 −10,2068 3,9100
1 2,0504 10,2428 −68,7099 102,9851 −46,7391
2 −7,3010 −31,5711 224,7398 −347,7845 163,0034
3 12,8018 46,0534 −345,1901 543,6977 −259,2019
4 −8,7631 −27,0404 208,0660 −324,5853 154,9086
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Tabla A.3: Coeficientes Mijk en la ecuacio´n 4.24.
k = 0
i j 0 1 2 3 4
0 0,2025 4,2142 −17,3340 19,2942 −6,4176
1 3,1258 −69,8850 225,6352 −212,7257 55,2848
2 −15,2064 370,2246 −1025,7213 751,0962 −87,2312
3 31,0216 −771,7768 1825,6074 −812,4528 −254,1595
4 −19,7978 564,6542 −1144,4553 109,8979 472,7299
k = 1
i j 0 1 2 3 4
0 −0,4301 2,9225 −4,8864 2,2355 0,1167
1 −0,3868 −53,0150 120,9595 −73,2836 5,1915
2 −3,4911 286,2877 −633,4758 301,5523 44,7703
3 11,3580 −601,8686 1178,9132 −209,3610 −364,8232
4 −11,6459 443,1922 −747,4410 −167,5836 469,8805
k = 2
i j 0 1 2 3 4
0 −0,1299 1,6403 −2,0696 0,3759 0,1460
1 0,4271 −22,6684 4,9782 67,3707 −49,3010
2 −2,8047 93,4726 218,2392 −879,1110 567,5736
3 6,1327 −133,1351 −1027,8521 3050,2299 −1890,2712
4 −3,8849 53,6772 1144,4950 −3061,9095 1864,9933
k = 3
i j 0 1 2 3 4
0 0,3478 −5,7537 14,4384 −10,1608 1,2458
1 −2,3462 96,8226 −232,2439 128,0082 8,0454
2 13,8901 −501,7809 1011,2087 −174,9918 −333,3984
3 −31,3488 1016,9545 −1530,5353 −970,2061 1471,2155
4 22,7470 −725,7490 730,0493 1626,7641 −1613,1227
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Tabla A.4: Continuacio´n coeficientes Mijk en la ecuacio´n 4.24.
k = 4
i j 0 1 2 3 4
0 0,0742 −9,1833 30,8910 −34,2833 12,5928
1 −3,3959 150,7203 −415,0964 348,5337 −82,3299
2 23,4223 −780,3623 1747,5957 −791,7086 −188,3602
3 −51,4366 1579,5357 −2648,3430 −693,7424 1788,6265
4 36,4132 −1118,7866 1269,7469 2089,5660 −2255,5866
Tabla A.5: Coeficientes Nij en la ecuacio´n 4.26.
i j 0 1 2 3 4
0 1,4835 −5,4105 18,6168 −16,7551 3,7234
1 −5,5996 89,7875 −237,3646 150,4859 0,0001
2 25,8163 −468,8147 990,9583 −224,9522 −310,2814
3 −50,9054 955,0826 −1483,5279 −853,2753 1396,2650
4 36,3610 −678,7389 678,7375 1551,4064 −1551,4051
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Tabla A.6: Coeficientes Pijk en la ecuacio´n 4.46.
k = 0
i j 0 1 2
0 1,3572 0,0744 −0,0047
1 4,4025 −0,7732 −0,3956
2 −17,0621 0,8452 1,5198
3 25,8814 1,3108 −3,7502
k = 1
i j 0 1 2
0 0,5914 −0,1975 0,0892
1 −17,2991 5,4317 3,6001
2 59,9433 −7,4584 −30,5326
3 −83,9540 −6,7764 46,5455
k = 2
i j 0 1 2
0 3,8847 −7,6601 7,5993
1 −58,9465 95,0060 −94,7582
2 257,1972 −339,4835 339,7637
3 −324,5624 347,8583 −351,2124
k = 3
i j 0 1 2
0 −6,6767 10,9969 −11,7223
1 120,2630 −147,0426 122,0319
2 −509,4982 389,3841 −259,7132
3 691,0444 −275,8572 153,5059
k = 4
i j 0 1 2
0 −13,6202 36,3480 −37,0157
1 195,2715 −427,7930 444,0501
2 −815,7521 1474,4349 −1548,8466
3 982,7682 −1473,2480 1580,1396
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Tabla A.7: Continuacio´n coeficientes Pijk en la ecuacio´n 4.46.
k = 5
i j 0 1 2
0 17,5015 −36,5664 43,7521
1 −330,5012 516,1137 −505,2428
2 1396,8938 −1458,3471 1340,7482
3 −1820,2826 1165,5621 −1108,0198
k = 6
i j 0 1 2
0 11,8144 −34,5372 35,4444
1 −166,2480 399,9657 −419,4656
2 684,4963 −1358,6905 1444,3507
3 −811,8004 1339,7676 −1457,8622
k = 7
i j 0 1 2
0 −13,7589 32,2245 −39,8119
1 263,9032 −451,1001 466,4782
2 −1103,8255 1271,9814 −1278,5027
3 1411,0383 −1028,1201 1096,5983
